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KrV A 716 / B 744

Дайте философу понятие треугольника, и пусть он найдет
свойственным ему способом, как относится сумма его углов к
величине прямого угла. У него есть только понятие фигуры,
ограниченной тремя прямыми линиями, и вместе с ней понятие
о таком же количестве углов. Сколько бы он ни размышлял
над этим понятием, он не добудет ничего нового. Он может
расчленить и сделать отчетливым понятие прямой линии, или
угла, или числа три, но не откроет новых свойств, вовсе не
заключающихся в этих понятиях.
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Но пусть за тот же вопрос возьмется геометр. Он тотчас
начнет с конструирования треугольника. Зная, что два прямых
угла имеют такую же величину, как все смежные углы,
исходящие из одной точки и лежащие на одной прямой, он
продолжает одну из сторон своего треугольника и получает два
смежных угла, сумма которых равна двум прямым углам.
Внешний из этих углов он делит, проводя линию, параллельную
противоположной стороне треугольника, и замечает, что
отсюда получается внешний смежный угол, равный
внутреннему, и т. д.
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Так, руководствуясь все время интуицией, он цепью выводов
приходит к совершенно очевидному и вместе с тем общему
решению вопроса.
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двойное значение интуиции:

I трансцендентальная эстетика: схематизм чувственности
I учение о методе: инстанциация и генерализация
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Теорема 1.32

[утверждение:]
Во всяком треугольнике по продолжении одной из сторон
внешний угол равен двум внутренним и противолежащим, и
внутренние три угла треугольника равны двум прямым.
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Теорема 1.32:

[экспозиция]:
Пусть треугольник будет ABC ; продолжим одну его сторону BC
до D.
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Теорема 1.32:

[спецификация:]
Я утверждаю что внешний угол ACD равен двум внутренним и
противолежащим CAB , ABC и что внутренние три угла
треугольника ABC , BCA, CAB равны двум прямым.
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Теорема 1.32:

[построение:]
Действительно, проведем через точку C прямую CE
параллельную AB .
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Теорема 1.32:

[доказательство:]
Поскольку AB параллельна CE и на них пала A, то накрест
лежащие углы BAC , ACE равны между собой [..]
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Теорема 1.32:

[заключение:]
Значит во всяком треугольнике по продолжении одной из
сторон внешний угол равен двум внутренним и
противолежащим, и внутренние три угла треугольника равны
двум прямым. Что и требовалось доказать.
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На каком основании можно утверждать (если можно), что
теорема доказанная для одного конкретного треугольника ABC
верна для всех треугольников?
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инстанциация

универсальная инстанциация

∀xP(x) =⇒ P(a/x)

экзистенциальная инстанциация

∃xP(x) =⇒ P(a/x)

где P(a/x) это результат подстановки индивидуальной
константы a на место всех свободных (т.е. не связанных
квантором) вхождений переменной x в формуле P(x).

Андрей Родин Кант и новая математика сто лет спустя



Кант о математике
Неевклидова революция в геометрии 19-20 вв.

Перспективы 21го века
Заключение

инстанциация и генерализация: Евклид 1.32
схематизм чувственности

генерализация

универсальная генерализация

P(a) =⇒ ∀xP(x/a)

экзистенциальная генерализация

P(a) =⇒ ∃xP(x/a)

где x это переменная, которая НЕ встречается свободно в P(a)
и P(x/a) = P(x) это результат подстановки x в P(a) на место
a.
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Евклид: современный анализ (Хинтикка)

I Экспозиция и спецификация: универсальная инстанциация
I Построение: экзистенциальная инстанциация
I Заключение: универсальная генерализация
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[R]eliance on auxiliary construction does not take us outside the
axiomatic framework of geometry. Auxiliary constructions are in
fact little more than ancient counterparts to applications of modern
instantiation rules. (Hintikka&Remes:1976, p. 270)
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Кант: сфера математики это сфера возможного опыта.
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Эратосфен (276-194 до н.э.)
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Галилей (1564 - 1642)

Книга природы написана на языке геометрии!
(Кристиан Бантини 1857, актуализировано в России 2012)
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Постулат 5:
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Постулат 5:

Два рода попыток доказательств Пятого Постулата:
(1) с помощью известных геометрических принципов
(2) с помощью нового принципа или принципов более
удовлетворительных чем Пятый Постулат
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John Wallis (1616 - 1703)

подобные фигуры (масштабирование) → П5
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Лобачевский (1792 - 1856)

Воображаемая геометрия - Géometrie imaginaire: 1835 - 1837
Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien: 1940
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Псевдосфера Бельтрами:
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D. Hilbert, Grundlagen 1899:
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Мы мыслим три различные системы вещей: вещи первой
системы мы называем точками и обозначаем их A,B,C , . . . ;
вещи второй системы мы называем прямыми и обозначаем их
a, b, c, . . . ; вещи третьей системы мы называем плоскостями и
обозначаем их α, β, γ, . . . . [..]
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Мы мыслим точки, прямые, плоскости находящимися в
известных взаимных отношениях и обозначаем эти отношения
словами “лежат”, “между”, “параллельный”, “конгруэнтный” и
“непрерывный”. Точное и для математических целей полное
описание этих отношений дается аксиомами геометрии.
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Б. Рассел, Принципы математики 1903:

Чистая математика - это класс утверждений вида “из А следует
Б”, причем А,Б в этом случае не содержат никаких констант
кроме логических. Логические константы это понятия
определяемые с помощью понятий импликации, отношения
элемента класса к своему классу, понятия “такой что” и
понятия отношения.
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B. Russell, Principles of Mathematics 1903:

Философия математики до сих пор была спорной, темной и в
ней не было никакого прогресса как и в других областях
философии. Хотя обычно люди соглашались с тем, что
математика в каком-то смысле истинна, никакие два человека
не могли прийти к согласию в вопросе о том, что именно в
математике истинно. Если что-то и считалось в математике
известным, никто не знал, что именно было известно.
Поскольку все это оставалось сомнительным, вряд ли можно
сказать, что в математике было какое-либо точное знание.
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Кассирер 1907

С точки зрения Рассела логика и математика имеют дело
только с порядком понятий и не должны заботиться о порядке
или беспорядке объектов. Если оставаться в рамках такого
анализа понятий, то эмпирические вещи будут всегда
ускальзать от всякого рационального понимания. Чем более
очевидными будут для нас достоинства и мощь дедукции в
математике, тем менее понятной будет роль дедукции в
естественных науках.
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Кассирер 1907

Логические и математические утверждения могут иметь чисто
гипотетическую ценность. Но только ли по счастливой
случайности эти гипотезы позволяют нам описывать и
предсказывать эмпирические факты? [..] Задача критической
философии, начинается там, где заканчивается логистика. Эта
задача состоит в том, чтобы найти логику предметного
(gegenständliche) познания.
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Кассирер 1907

Математические и логические понятия не должны больше
служить нам инструментами для построения метафизических
’мысленных миров’; их функция и их применение должны быть
ограничены пределами эмпирических наук.

Андрей Родин Кант и новая математика сто лет спустя



Кант о математике
Неевклидова революция в геометрии 19-20 вв.

Перспективы 21го века
Заключение

Пятый Постулат
Геометрия Лобачевского
Аксиоматическая геометрия в 20м веке
Кассирер
Проблема “непостижимой эффективности”

Гринберг 1974

Только что изложенная формальная точка зрения
представляет собой радикальный отказ от ранее
распространенного убеждения в том, что математика
утверждает “абсолютные истины”. Открытие неевклидовой
геометрии разрушило это убеждение раз и навсегда. было
разрушено. Это открытие было освобождением математике,
которая теперь свободна изобретать любые аксиомы и
извлекать из них следствия. Именно благодаря этой свободе
современная математика приобрела свой общий характер.
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Кантор 1878

Сущность математики - в ее свободе.
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Вигнер 1960

“Непостижимая эффективность математики в естественных
науках”
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У Канта есть ответ на вопрос Вигнера. Однако этот ответ
сформулирован по отношению к математике и физике 18-го
века и НЕ адекватен математике и физике 20-го века!
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Насколько современная математика на самом деле
эффективна? Уклоняясь от ответа на вопрос Вигнера мы
рискуем потерять эффективность математики!
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Проблема НЕ в том, что мир современной математики
слишком далек от материального мира и практических
человеческих нужд. Проблема скорее в том, что математика
применяется к материальному миру СЛИШКОМ легко!
Поэтому для “мягких” наук она подходит лучше, чем для
точных. Ср. “структуры родства” Леви-Стросса.
Метафизические утверждения легко подтвердить фактами, но
невозможно опровергнуть с помощью фактов.
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Lee Smolin
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Bill Lawvere: Topos theory (1970)

Логика - специальный случай геометрии
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Владимир Воеводский: Унивалентные Основания (2008 -
)
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Идея:

1) Аксиоматическая теория имеет дело не только с
утверждениями (пропозициями), но и c объектами других
типов. Пропозиции это определенный тип объектов наряду с
другими типами (конструктивная теория типов Мартина-Лефа;
ср. Постулаты и Проблемы у Евклида)
2) Конструктивная теория М-Л полностью интерпретируется в
геометрической теории гомотопий. В частности,
(доказательства утверждений) тождества интепретируются как
пути и гомотопии путей (включая высшие гомотопии).
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Классическая траектория
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Квантовые траектории
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Гравитационное лензирование вызванное массивным
телом
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Гравитационное лензирование вызванное кротовой норой
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Геометрия снова язык природы?
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Заключение

Философия математики Канта и Кассирера
по прежнему интересна и актуальна!
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СПАСИБО!
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