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Немного истории...

Теория множеств:
. . . Больцано, Риман,
Дедекинд
Кантор, 1874, 1883
Цермело, 1908
Френкель, 1922
. . .

Теория типов:
. . .
Рассел, 1903, 1908
Чёрч, 1940
Мартин-Лёф, 1971, 1984
Воеводский, Ауди. . .
. . .
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Теория множеств как основания математики

Дедекинд: действительные числа
Борель и Лебег: теория меры
Адамар и Гурвиц: анализ
Пуанкаре: топология
Гильберт. . .
Бурбаки. . .
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Современное состояние математики

Современная математика является весьма сложной.

теорема Робертса и Сеймура (теория графов): 500
страниц, в виде серии статей по 20 страниц
теорема Олмгрена (геометрическая теория измерений):
1728 страниц

В 1998 г. Хэйлс доказал упрощённый вариант гипотезы
Кеплера (5000 конфигураций). Доказательство сводится к
решению 100000 задач линейного программирования,
доказательство занимает 300 странц и 50000 строк кода (в
2006 г. количество строк кода было сокращено до 15000).
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Два принципиальных вопроса

1 Кто виноват? . . .
2 Что делать? Работать с основаниями математики и

“правильной” формализацией. . .

Почему именно “правильная” формализация? Вспомните о
теории множеств Бурбаки и числе 1.
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Реформация святой веры

“Святая вера”, что математика представляет собой
собрание вечных истин, скреплённых аксиомами теории
множеств, выраженными на языке логики предикатов
первого порядка. Эта вера сохраняет свою силу, а “святой
дух” аксиоматической теории множеств окутывает
критически настроенных исследователей.
“Новый” символ веры: триединство вычисления (Харпер).
Вычисление едино, но оно манифестирует себя в трёх
формах: в форме Логики (пропозиции, доказательства), в
форме Программирования (типы, функции), и в форме
Категорий ((-1)-обрезание, обобщённые элементы).
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Различия между теорией множеств и теорией типов

. . .
структурные различия;
различие объектов;
различие статуса суждений и высказываний;
различие в определении понятия функции;
различие в экстенсиональности/интенсиональности;
различие объяснительных стратегий;
. . .
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Структурные различия

Теория множеств:
“Содержательные”
аксиомы,
сформулированные на
каком-то формальном
языке. . .
. . . и “внешняя”
дедуктивная система.
То есть, логика
представляет собой каркас
и является неустранимой.

Теория типов:
“Внешняя” логика не
нужна, аксиом (при
традиционном подходе)
нет.
Логика “внутренне”
содержится в теории
типов.
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Различие объектов

Теория множеств:
Объекты считаются
интуитивно понятными.
Поведение объектов
определяется (иногда
весьма и весьма
нетривиальными)
аксиомами.

Теория типов:
Объекты (термы и типы)
ведут себя строго
определённым (задаётся
правилами построения,
правилами
введения/удаления,
правилами вычисления)
образом.
Некоторый терм обладает
только одним типом, а
структура “сложных”
объектов точно
определена.
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Суждения и высказывания

Теория множеств:
a ∈ A — высказывание

Теория типов:
a : A — суждение
Несколько разновидностей
суждения: типизации,
типовости, равенства
термов некоторого типа.
Суждения определяются
индуктивным образом.
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Различие определения понятия функции

Теория множеств:
Функция как множество
кортежей.
Равенство функций как
равенство множеств.
Можно определить
невычислимые функции.

Теория типов:
Функция как
лямбда-выражение, 𝜆x .M.
То есть, функция — это
описание операции.
Понятие равенства
функций перестаёт быть
“простым”.
В “хорошей” системе типов
хорошо типизированными
будут только такие термы,
вычисление которых
гарантировано
завершается.
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Современная теория типов

В гомотопической теории типов доктрина “высказывания
как типы” претерпевает изменение и становится чем-то
вроде доктрины “высказывания как некоторые типы”.
Высказывания соответствуют (-1)-типам, любой тип можно
путём (-1)-обрезания “свести” к типу-высказыванию.
Аксиома унивалентности: для любых двух типов A и B ,
(A = B) ≃ (A ≃ B)

Высшие индуктивные типы: конструкторы могут создавать
не только термы определённого типа, но и термы
соответствующего типа равенств.
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Гомотопическая теория типов

В книге HoTT с помощью гомотопической теории типов уже
построены (фрагменты)

теории гомотопий,
теории категорий,
теории множеств,
действительные числа (по Коши и по Дедекинду)
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