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Â 1936ã. Äæ.ôîí Íåéìàí è Ã.Áèðêãîô ôîðìóëèðóþò ëîãè-

êó êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ äîëæíà áûëà ñòàòü òåîðè-
åé ðàññóæäåíèÿ î êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ýòà ðå-
àëèçàöèÿ áûëà îñíîâàíà íà èñ÷èñëåíèè çàìêíóòûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî ñêàçàëîñü íà ðàç-
âèòèè êâàíòîâîé ëîãèêè êàê îñîáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû, èíòåðïðåòàöèåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî "ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ âûñêàçûâàíèé"î ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå. Ìíîæå-
ñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà â òàêîé ñè-
ñòåìå èñêëþ÷àåò äèñòðèáóòèâíîñòü, çàäàåò íåäèñòðèáóòèâíûå
ðåøåòêè - îðòîìîäóëÿðíûå è îðòîðåøåòêè.
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Ñèñòåìû, ïîñòðîåííûå ôîí Íåéìàíîì è Áèðêãîôîì îòòàëêè-
âàëàñü îò èäåè áèíàðíûõ ñåìàíòèê, ïðåäïîëàãàþùèõ â êà÷å-
ñòâå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé òîëüêî èñòèíó è ëîæü.
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Ñèñòåìû, ïîñòðîåííûå ôîí Íåéìàíîì è Áèðêãîôîì îòòàëêè-
âàëàñü îò èäåè áèíàðíûõ ñåìàíòèê, ïðåäïîëàãàþùèõ â êà÷å-
ñòâå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé òîëüêî èñòèíó è ëîæü.
Îäíàêî èññëåäîâàòåëè ïðåäëàãàþò ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî èñ-
òèííîñòíûõ çíà÷åíèé äî èñòèííîñòíîãî èíòåðâàëà [0,1] äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî çàäàåò êëàññ íåðåçêèõ êâàíòîâûõ ëî-
ãèê.
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Ýôôåêò

Ýôôåêòîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð E, äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ïëîò-
íîñòè ρ óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ áîðíîâñêîé âåðîÿòíîñòè,
ôîðìóëèðåìîìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tr(ρE) ∈ [0,1]
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Àëãåáðà ýôôåêòîâ

Àëãåáðîé ýôôåêòîâ íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà E = ⟨L,⊕,0,1⟩, ãäå
L - íåïóñòîå ìíîæåñòâî; ⊕ - ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííàÿ áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ, íàçûâàåìàÿ îðòîñóììîé íà ìíîæåñòâå L, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ a⊕b = a+b åñëè è òîëüêî åñëè a+b ⩽ 1, ãäå
îïåðàöèÿ + ñîîòâåòñòâóåò àðèôìåòè÷åñêîìó ñëîæåíèþ; 0 è 1 -
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà L äëÿ âñÿêèõ a, b, c ∈ L âåðíû ñëåäóþùèå
àêñèîìû:

EA1 Åñëè a⊕ b îïðåäåëåíî, òî b⊕ a òàêæå îïðåäåëåíî è
âåðíî, ÷òî a⊕ b = b⊕ a

EA2 Åñëè a⊕ b è (a⊕ b)⊕ c îïðåäåëåíû, òî b⊕ c è a⊕(b⊕ c)
òàêæå îïðåäåëåíû è âåðíî, ÷òî (a⊕ b) ⊕ c = a⊕ (b⊕ c)

EA3 Äëÿ âñÿêîãî a ∈ L ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå b ∈ L
òàêîå, ÷òî (a⊕ b) îïðåäåëåíî è âåðíî, ÷òî (a⊕ b) = 1

EA4 Åñëè a⊕ 1 îïðåäåëåíî, òî a = 0
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Êðîìå ýòîãî, âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû â àëãåáðå
ýôôåêòîâ. Ïóñòü p, q ∈ L, òîãäà:
(i) p îðòîãîíàëüíî ê q è çàïèñûâàåòñÿ p ⊥ q åñëè è òîëüêî

åñëè p⊕ q îïðåäåëåíî.
(ii) p ìåíüøå èëè ðàâíî q åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò r ∈ L, òàêîé ÷òî p ⊥ r è p⊕ r = q
(iii) Îðòîäîïîëíåíèåì ê p íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò q, ÷òî

p ⊥ q è p⊕ q = 1 è îáîçíà÷àåòñÿ p
′
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Ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿçûê L QLE âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþ-
ùèå ñâÿçêè: îòðèöàíèå (¬) è äèçúþíêöèþ (⋎). Ïîíÿòèå ïðåä-
ëîæåíèÿ (èëè ôîðìóëû) L îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî. Ïóñòü
FormL ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäëîæåíèå L. Ìåòà-
ïåðåìåííûå A,B,C, ... ïðîáåãàþò ïî ôîðìóëàì.

Ñåìàíòèêà êâàíòîâîé ëîãèêè



Ïëàí âûñòóïëåíèÿ
Êâàíòîâàÿ ëîãèêà
Àëãåáðà ýôôåêòîâ

Ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà

Áàçèñíûì ïîíÿòèåì ñåìàíòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðåàëèçàöèè
â àëãåáðå ýôôåêòîâ, êîòîðîå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïðå-
òàöèè ÿçûêà L, êîãäà ýôôåêòû àññîöèèðóþòñÿ ñ ôîðìóëàìè.
Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ðåàëèçàöèÿ â àëãåáðå ýôôåêòîâ L
Ðåàëèçàöèÿ â àëãåáðå ýôôåêòîâ L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíê-
öèþ Eff , àññîöèèðóþùóþ ñ ëþáûì ïðåäëîæåíèåì îïåðàòîð-
ýôôåêò èç àëãåáðû ýôôåêòîâ

Eff ∶ FormL → E
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Êðèïêåâñêîé ðåëÿöèîííîé ñòðóêòóðîé (ôðåéìîì) äëÿ àëãåá-
ðû ýôôåêòîâ áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííóþ ïÿòåðêó
F =< S,R,∗,0,1 >, ãäå
S ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé íà ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H;
R ÿâëÿåòñÿ òåðíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé
(R3 ⊆ S3);
∗ ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå S(∗ ∶ S → S);
0,1 ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè ñîñòîÿíèÿìè â S.
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Äëÿ òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ R âåðíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

Df1. a ≤ b⇔∃cRacb
Df2. a ⊥ b⇔∃xRabx
Df3. R2abcd⇔∃x(Rabx &Rxcd)
Df4. R2a(bc)d⇔∃x(Raxd &Rbcx)
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Ïîñòóëàòû äëÿ òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ R:
1. Rabc⇒Rbac
2. R2(ab)cd⇔R2a(bc)d
3. ∀a∃!xRax1
4. Ra11⇒R011
5. R000
6. Raa∗1
7. a ≤ b⇒ b∗ ≤ a∗

8. a∗∗ = a
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Êðèïêåâñêîé ìîäåëüþ äëÿ àëãåáðû ýôôåêòîâ áóäåì íàçûâàòü
óïîðÿäî÷åííóþ ñåìåðêó M =< S,R,∗, ρ,0,1 >, ãäå
< S,R,∗,0,1 > ÿâëÿåòñÿ ðåëÿöèîííîé ñòðóêòóðîé;
ρ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âåðèôèêàöèè ρ ∶ A × S → [0,1], êîòîðàÿ
âñÿêîìó ýôôåêòó â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè ñîïîñòàâëÿåò äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [0,1] - åãî áîðíîâñêóþ âåðî-
ÿòíîñòü;
0,1 ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè ñîñòîÿíèÿìè â S.

Ñåìàíòèêà êâàíòîâîé ëîãèêè



Ïëàí âûñòóïëåíèÿ
Êâàíòîâàÿ ëîãèêà
Àëãåáðà ýôôåêòîâ

Ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà

Äàëåå, îáîçíà÷èì çà ∥A∥a ìíîæåñòâî {ϕ ∈ S ∶ ρ(A,ϕ) = a}
âñåõ ñîñòîÿíèé, â äàëüíåéøåì íàçûâàåìîå a−ïðîïîçèöèåé
èëè a−ýêñòåíñèîíàëîì ýôôåêòà, â êîòîðûõ áîðíîâñêàÿ
âåðîÿòíîñòü ýôôåêòà A èìååò çíà÷åíèå a.
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Ïðîïîçèöèè îáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∥α∥a = {ϕ ∈ S ∶
ρ(α,ϕ) = a} ⊆ P(S);
∥A′∥a = {ψ∗ ∈ S ∶ Rϕψx & ρ(A,ϕ) = a & ρ(A,ψ) = 1 − a}
∥A ⊕ B∥a = {ψ ∈ S ∶ Rϕ1, ϕ2, ψ & ρ(A,ϕ1) = b & ρ(B,ϕ2) =
c & (a = b + c & b + c ≤ 1) ∨ a = 1}
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Ìíîæåñòâî ýêñòåíñèîíàëîâ îïðåäåëèì êàê: ∥A∥ = ⋃
a
∥A∥a;

∥A′∥ = ⋃
a
∥A′∥a;

∥A⊕B∥ = ⋃
a
∥A⊕B∥a

∥0∥ = ∅
∥1∥ = S

Ñåìàíòèêà êâàíòîâîé ëîãèêè



Ïëàí âûñòóïëåíèÿ
Êâàíòîâàÿ ëîãèêà
Àëãåáðà ýôôåêòîâ

Ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà

îáîçíà÷àÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýêñòåíñèîíàëîâ êàê Π, çàäàäèì
ôóíêöèþ îöåíêè v, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò âñÿêîìó ýôôåêòó
çíà÷åíèå åãî ýêñòåíñèîíàëà èç Π:
v(A) = ∥A∥
v(A′) = ∥A′∥
v(A⊕B) = ∥A⊕B∥
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Ó÷èòûâàÿ ïîñòóëàòû 3, 6 ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ′ íà
ýêñòåíñèîíàëàõ êàê
v(A)′ = ⋃

1−a
{ϕ ∈ S ∶ ρ(A,ϕ) = 1 − a})′ = ⋃

a
{ϕ∗ ∈ S ∶ ρ(A,ϕ) =

1 − a & ρ(A,ϕ∗) = a},
è îïåðàöèþ ⊕ ñîîòâåòñòâåííî:

v(A) ⊕ v(B) = ⋃
b
{ψ ∈ S ∶ Rϕ1ϕ2ψ & ρ(A,ϕ1) = b} ⊕ ⋃

c
{ψ ∈ S ∶

ρ(B,ϕ2) = c} = ⋃
a
{ψ ∈ S ∶ Rϕ1ϕ2ψ & ρ(A,ϕ1) = b & ρ(B,ϕ2) =

c & (a = b + c & b + c ≤ 1) ∨ a = 1}
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè îöåíêè
v(A′) = v(A)′
v(A⊕B) = v(A) ⊕ v(B)
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A âëå÷åò B â ðåàëèçàöèè â àëãåáðå ýôôåêòîâ E, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A ≤ B.
A àëãåáðàè÷åñêè âëå÷åò B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîé E èìååò ìåñòî A ⊧E B.

A ðåëÿöèîííî âëå÷åò B â êðèïêåâñêîé ìîäåëè
M = ⟨S,R,∗ , ρ,0,1⟩, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ϕ ∈
S(ρ(A,ϕ) ≤ ρ(B,ϕ)).
A ðåëÿöèîííî âëå÷åò B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áîé M èìååò ìåñòî A ⊧M B.
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Êðèïêåâñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ êâàíòîâîé ëîãèêè ýôôåêòîâ.

Êðèïêåâñêàÿ ðåàëèçàöèÿ QLE ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó
K = ⟨S,R,∗ , ρ,0,1,Π,v⟩, ãäå:
(1) ⟨S,R,∗ , ρ,0,1⟩ åñòü êðèïêåâñêàÿ ìîäåëü, à Π ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ýêñòåíñèîíàëîâ, ñîäåðæàùèì ∅,S è
çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ′ è ⊕;

(2) v åñòü ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ëþáîé ôîðìóëå
(ýôôåêòó) ýêñòåíñèîíàë èç Π, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
v(A′) = ∥A′∥
v(A⊕B) = ∥A⊕B∥

Ñåìàíòèêà êâàíòîâîé ëîãèêè



Ïëàí âûñòóïëåíèÿ
Êâàíòîâàÿ ëîãèêà
Àëãåáðà ýôôåêòîâ

Ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ñåìàíòèêà êâàíòîâîé ëîãèêè


	 
	 
	 

