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0. Êàòåãîðè÷íà ëè ãåîìåòðèÿ?

ÍÅÒ!!

Àðãóìåíòû:

(1) Ãåîìåòðèÿ íàä C îêàçàëàñü "ôèçè÷íåå" , ÷åì íàä R.
(2) Êîíå÷íûå ãåîìåòðèè, òî åñòü íàä Fq, èíòåðåñíû è âàæíû êàê

êîíå÷íûå ìîäåëè òåîðèé.

(3) Íèêòî íå çíàåò, êàê áóäåò âûãëÿäåòü íåêîììóòàòèâíàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Âîçìîæíî, íåïàïïîâû ïëîñêîñòè

ñûãðàþò ñâîþ ðîëü.

(4)...



1. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü

Áóäóò ôèãóðèðîâàòü äâå ôîðìàëüíûå òåîðèè (èñ÷èñëåíèÿ

ïðåäèêàòîâ 1-ãî ïîðÿäêà, äîïîëíåííûå íåñêîëüêèìè íåëîãè÷åñêèìè

àêñèîìàìè), îáëàäàþùèå ìîäåëÿìè

P2(k),

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Èíîãäà ïîëåçíî áóäåò âñïîìíèòü äëÿ

dimkV = 3
V \ {~0} −→ P2(k) : v 7→ v.

Â îáåèõ òåîðèÿõ ãëàâíûå äåéñòâóþùèå ëèöà � òî÷êè ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè è ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ïðÿìûå, êîíèêè, etc.



2. Ñèíòåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ: ñèíòàêñèñ

Äâà îñíîâíûõ ñîðòà:

òî÷êè A,B,C, ..., A|, ... ∈ Π
è

ïðÿìûå a, b, c, ..., a|, ... ∈ L

Êîíñòàíòû äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîðòîâ:

∅ è Π: âñÿ ïëîñêîñòü.

Äâà êîììóòàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà • : Π×Π→ L è • : L × L → Π
(äîîïðåäåëÿþòñÿ íà äèàãîíàëÿõ èäåìïîòåíòíî).

Ïðåäèêàòû: äâà ñîðòà ðàâåíñòâ è èíöèäåíòíîñòü.

Íåëîãè÷åñêèå àêñèîìû: î÷åâèäíûå, Äåçàðãà è Ïàïïà.



2. Ñèíòåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ: ñåìàíòèêà

Èíòåðïðåòàöèè:

Π↔ P2(k),

L ↔ P∗2(k).

Ôóíêöèîíàëû • è • âêëþ÷àþòñÿ â "meet-and-join" -ðåø¼òêó

ïîäïðîñòðàíñòâ V: äëÿ ξ, η ∈ sub(V)

ξ•η := 〈ξ
⋃
η〉,

(ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå îáúåäèíåíèåì)

ξ•η := ξ
⋂
η.

Èíöèäåíòíîñòü:

P ∈ `⇐⇒ P •` = `⇐⇒ P•` = P.



3. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ñèíòàêñèñ: ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò x, y, z íàä
ïîëåì. (Îäíîðîäíîñòü ïëîõî îïðåäåëÿåòñÿ â èñ÷èñëåíèè 1-ãî

ïîðÿäêà, íî ìîæíî ëèáî îïðåäåëÿòü å¼ â îãðàíè÷åííûõ ñòåïåíÿõ,

ëèáî ðàáîòàòü ñî âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè îò x, y, äîîïðåäåëÿÿ èõ "íà

áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé" ).

Ñåìàíòèêà: êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ

(Äåêàðò, ... , ÍÜÞÒÎÍ).



4. Ñâÿçè ìåæäó òåîðèÿìè

Îò àíàëèòè÷åñêîé ê ñèíòåòè÷åñêîé. Çäåñü âñ¼ î÷åâèäíî:

ïðÿìûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñòåïåíè 1.

Îò ñèíòåòè÷åñêîé ê àíàëèòè÷åñêîé. Èçâëå÷åíèå îñíîâíîãî

ïîëÿ k: ñì. Ý. Àðòèí, Ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà.

Êîíèêè íà ñèíòåòè÷åñêîì ÿçûêå: ðàñøèðåíèå ñèíòàêñèñà.

col(A,B,C) := [C ∈ A•B]

Òåîðåìà Ïàñêàëÿ (ñîêðàùàåì XY := X•Y )

con(A,B,C,D,E, F ) := col(AB•DE, BC•EF, CD•FA)



"Âûñøàÿ" òåîðåìà Ïàñêàëÿ

Will Traves + David Wehlau, 2015: Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî 10

òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè, äâóìÿ ñïîñîáàìè ðàçáèòîå íà ïÿò¼ðêè

X := {A1, A2, A3, A4, A5;B1, B2, B3, B4, B5} =

= {A′1, A′2, A′3, A′4, A′5;B′1, B′2, B′3, B′4, B′5}.

Òîãäà (ïðè "äîñòàòî÷íî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîì k")∀X[
[con(A1, A2, A3, A4, A5, X) ∨ con(B1, B2, B3, B4, B5, X)]∧

∧[con(A′1, A
′
2, A

′
3, A

′
4, A

′
5, X) ∨ con(B′1, B

′
2, B

′
3, B

′
4, B

′
5, X)]

]
=⇒

=⇒
[
[X ∈ X] ∨ [X ∈ {C1, C2, C3, C4, C5, C6}]

]
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ cub(X)⇐⇒ con(C1, C2, C3, C4, C5, C6).



Âûâîä

Âèäèìî, ñîîòâåòñòâóþùèå ÿçûêè èìåþò (ïî÷òè) îäèíàêîâóþ

âûðàçèòåëüíóþ ñèëó. Êîîðäèíàòíûé ÿçûê ÷óòü-÷óòü áîãà÷å: îí

ïðèãîäåí äëÿ îïèñàíèÿ è íåïðèâåä¼ííûõ ïîäñõåì ïëîñêîñòè

(âïðî÷åì, äëÿ íóæä ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ýòî âðÿä ëè èìååò

çíà÷åíèå).

Îáîáùåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîòðåáóþò íåêîòîðûõ óñèëèé.



5. Îáñóæäåíèå

Îáà ÿçûêà ïðåêðàñíî ôîðìàëèçîâàíû, íî òðóäíû äëÿ âîñïðèÿòèÿ

÷åëîâåêîì. Âèäèìî, íåîáõîäèìû ÿçûêè-ïîñðåäíèêè.

Â ñîàâòîðñòâå ñ ëèíãâèñòîì Ã.Å. Êðåéäëèíûì äîêëàä÷èê ðàáîòàåò

íàä êîíãëîìåðàòîì 5 ÿçûêîâ. Ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ ñåãîäíÿ, â

íèõ âõîäÿò

• åñòåñòâåííî-ïîäîáíûé;
• ÿçûêè ÷åðòåæåé;

• ÿçûê ïðåîáðàçîâàíèé.

Èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ (è, âîçìîæíî, äðóãèõ) ÿçûêîâ â ñèñòåìå

ôîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé, êàê ìîæíî áîëåå ïðèãîäíîãî

äëÿ ïîíèìàíèÿ ÷åëîâåêîì � îäíà èç òåêóùèõ çàäà÷.


