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Платон

Геометрия и подобные ей науки видят сущее как бы во сне, а
наяву они не способны его видеть, пока оставляют
неподвижными свои гипотезы и не могут дать им никаких
объяснений. Разве когда-нибудь станет наукой такая механика
(µηχανή, трюк) в которой неизвестно начало и неизвестна
связь середины и завершения? Никогда. В этом смысле только
диалектика идет правильным путем: отвергая гипотезы и
устремляясь к самому началу, она понемногу извлекает
зарытый в каком-то варварском варварстве глаз души и ведет
ввысь, используя математические искусства в качестве
проводников и помощников. Обычно эти искусства называют
науками, но их нужно называть другим именем, поскольку они
точнее мнения, но менее точны, чем наука. (Rep. 533)
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Декарт Regulae 1628 -

I 17: Нужно прямо обозреть предложенное затруднение,
отвлекаясь от того, что какие-то его термины являются
известными, а какие-то - неизвестными, и усматривая
благодаря правильным рассуждениям взаимную
зависимость каждого из них от других.

I 18 Для этого требуются только четыре действия:
сложение, вычитание, умножение и деление;

I 21: Если имеется много таких уравнений, их все
необходимо свести к одному, а именно к тому, члены
которого займут меньшее число ступеней в ряде
непрерывно пропорциональных величин, соответственно
каковому они и должны быть расположены по порядку.
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Рассел Introduction to Mathematical Philosophy 1919

Математика это наука, где от привычных составляющих можно
двигаться в двух противоположных направлениях. Более
привычным является конструктивное направление к
возрастающей сложности: от целых чисел к дробям,
действительным числам и комплексным числам; от сложения и
умножения к дифференцированию и интегрированию и так
далее к высшей математике. Движение в противоположном,
менее привычном направление производится с помощью
анализа к более высоким ступеням абстракции и логической
простоты. Вместо того, чтобы спрашивать, что еще можно
вывести из принятых предпосылок, здесь ищут более общие
идеи и принципы. Математическая философия в отличие от
обычной математики движется в этом последнем направлении.
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Бадью

I L’ être et evénment 1, 1988
I L’ être et evénment 2 (Logiques des mondes), 2006
I L’ être et evénment 3 (L’immanence des vérités), 2018
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Андрей Родин Математическая философия или философская математика? Топосы Александра Гротендика, Билла Лавера и Алана Бадью.



Исторический обзор
Топосы
Выводы

Математическая философия
Философская математика

Философская математика

I Декарт: La Géometrie
I Лейбниц: Analysis Situs
I Грассман: die Ausdehnungslehre
I Кантор: die Mengenlehre
I Гильберт: die Beweistheorie
I Лавер: теория элементарного топоса
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Философия МатематикИ?
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Александр Гротендик 1928-2014, 1970
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Био

I родился 28 марта 1928 в Берлине в семье русского
анархиста Александра Шапиро (Таранов) и журналистки
Ханки Гротендик;

I 1939: бегство с семьей в Париж от нацистских гонений;
I 1941-42: с матерью в лагерях для “нежедательных опасных

иностранцев” на территории Вишистской республики; в
1942 отец Александра передан правительством Виши
германскому командованию и затем уничтожен в Аушвице;
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Био

I 1948: посещение (неформальное) семинара Анри Картана
в ENS

I 1950-1953: учеба в университете Нанси (рук. диссертации
Лоран Шварц и Жан Дьедонне), отказ от получения
французского паспорта (жил с Нансеновским)

I 1958: Позиция в только что созданном IHES (по протекции
Дьедонне)

I 1966: Медаль Филдса. Отказался ехать в Москву для ее
получения.
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Био

I 1948: посещение (неформальное) семинара Анри Картана
в ENS

I 1950-1953: учеба в университете Нанси (рук. диссертации
Лоран Шварц и Жан Дьедонне), отказ от получения
французского паспорта (жил с Нансеновским)

I 1958: Позиция в только что созданном IHES (по протекции
Дьедонне)

I 1966: Медаль Филдса. Отказался ехать в Москву для ее
получения.
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Био

I 1970 Создание группы “Выживание” (Survivre) и уход из
IHES по политическим соображениям;

I 1970-1988: профессор в Коллеж де Франс, затем в
университете Монтпелье (пришлось взять паспорт); в 1988
получает позицию в CNRS.

I в начале 1980х перестает исполнять публичные
обязательства и начинает жизнь отшельника в деревне
Сант-Лизье во французских Пиренеях. В 1988 формально
выходит пенсию.

I В 2014 скончался оставив около 65 000 страниц рукописей.

Андрей Родин Математическая философия или философская математика? Топосы Александра Гротендика, Билла Лавера и Алана Бадью.



Исторический обзор
Топосы
Выводы

Гротендик
Лавер
Бадью

Био

I 1970 Создание группы “Выживание” (Survivre) и уход из
IHES по политическим соображениям;

I 1970-1988: профессор в Коллеж де Франс, затем в
университете Монтпелье (пришлось взять паспорт); в 1988
получает позицию в CNRS.

I в начале 1980х перестает исполнять публичные
обязательства и начинает жизнь отшельника в деревне
Сант-Лизье во французских Пиренеях. В 1988 формально
выходит пенсию.

I В 2014 скончался оставив около 65 000 страниц рукописей.

Андрей Родин Математическая философия или философская математика? Топосы Александра Гротендика, Билла Лавера и Алана Бадью.



Исторический обзор
Топосы
Выводы

Гротендик
Лавер
Бадью

Био

I 1970 Создание группы “Выживание” (Survivre) и уход из
IHES по политическим соображениям;

I 1970-1988: профессор в Коллеж де Франс, затем в
университете Монтпелье (пришлось взять паспорт); в 1988
получает позицию в CNRS.

I в начале 1980х перестает исполнять публичные
обязательства и начинает жизнь отшельника в деревне
Сант-Лизье во французских Пиренеях. В 1988 формально
выходит пенсию.

I В 2014 скончался оставив около 65 000 страниц рукописей.

Андрей Родин Математическая философия или философская математика? Топосы Александра Гротендика, Билла Лавера и Алана Бадью.



Исторический обзор
Топосы
Выводы

Гротендик
Лавер
Бадью

Био

I 1970 Создание группы “Выживание” (Survivre) и уход из
IHES по политическим соображениям;

I 1970-1988: профессор в Коллеж де Франс, затем в
университете Монтпелье (пришлось взять паспорт); в 1988
получает позицию в CNRS.

I в начале 1980х перестает исполнять публичные
обязательства и начинает жизнь отшельника в деревне
Сант-Лизье во французских Пиренеях. В 1988 формально
выходит пенсию.

I В 2014 скончался оставив около 65 000 страниц рукописей.

Андрей Родин Математическая философия или философская математика? Топосы Александра Гротендика, Билла Лавера и Алана Бадью.



Исторический обзор
Топосы
Выводы

Гротендик
Лавер
Бадью

Андрей Родин Математическая философия или философская математика? Топосы Александра Гротендика, Билла Лавера и Алана Бадью.



Исторический обзор
Топосы
Выводы

Гротендик
Лавер
Бадью

Урожаи и Посевы 1986

Можно считать, что новая геометрия - это прежде всего
прочего синтез двух миров, до ее появления смежных и тесно
связанных друг с другом, но все же отдельных, различных:
мира арифметического, в котором живут самозванные
пространства без принципа непрерывности, и мира
непрерывных величин, где обитают пространства в собственном
смысле этого слова ... В новом видении эти два мира, некогда
разделенные стеной, стали как один сметая границы.
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Вместо того, чтобы дать сбить себя с толку окружавшим меня
законодательным соглашениям о том, что серьезно и что нет, я
просто доверился, как раньше, тихому голосу вещей, уже
звучавшему во мне, ведь я умел прислушаться. Награда не
заставила себя ждать, превзойдя всяческие ожидания. В
течении этих нескольких месяцев, совсем даже не нарочно, я
нашел мощные и несомненные в своей эффективности
инструменты.
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В процессе познания законов Вселенной (математических или
каких-то еще) только невинность, и ничто другое, наделяет нас
реформаторской властью. Та изначальная невинность, данная
нам от рождения, которая обитает в каждом из нас, будучи
зачастую объектом нашего же презрения и тайного страха. Она
одна объединяет смирение и смелость, благодаря которым мы
оказываемся способны проникнуть в суть вещей и впустить
вещи внутрь себя, проникшись ими.
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Точка зрения и язык пучков, введенные Лерэ, заставили нас
рассмотреть пространства и многообразия всех родов в новом
свете. Они не затрагивали, однако, самого понятия
пространства, ограничиваясь тем, что предоставили нам
возможность, вглядевшись новыми глазами, достичь более
тонкого понимания устройства традиционных пространств. ...
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Для ожидаемого союза числа и величины это ложе было
решительно тесным: на нем с греом пополам устроиться разве
что один из будущих супругов (а именно, невеста), но никак не
оба сразу! ... Эта двухместная кровать возникла как по
мановению волшебной палочки с появлением идеи топоса. Эта
идея охватывает в общетопологической интуиции как
традиционные топологические пространства. олицетворяющие
мир непрерывной величины ... так и бесчисленное множество
других типов структур, до тех пор казавшихся безнадежными
пленниками арифметического мира разрывных или дискретных
систем. ...
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Идею топоса я хотел бы сейчас описать. Рассмотрим
совокупность всех пучков над заданным топологическим
пространством или, если угодно, тот диковинный арсенал,
образованный всеми эталонами меры длины, служащими для
его измерения.
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Билл Лавер, 1937 - , с. 2010
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Кванторы и пучки 1970

Единство противоположностей в заглавии этой статьи это по
существу диалектическое единство логики и геометрии; при
этом есть достаточные основания чтобы считать, что
геометрический аспект является ведущим. В то же время для
нашей совместной работы с Майлом Тьерни существенно
также влияние в противоположном направлении: “топология”
Гротендика естественным образом может быть представлена в
виде модального оператора “локально верно то, что”, обычные
логические операторы такие как ∀, ∃, ⇒ имеют естественные
аналоги, которые применяются не к пропозициональным
функциям, а к семействам геометрических объектов, а важный
прием состоит в том, что конструкции первоначально
изученные в категории S абстрактных множеств переносятся на
произвольный топос.
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Кванторы и пучки 1970

Когда главные противоречия предмета исследования уже
найдены, научная процедура состоит в том, что эти
противоречия формулируются в виде лозунгов, которые затем
используются в качестве идеологического оружия для
дальнейшего развития и преобразования данного предмета.
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Мао

[Мао Цзедун. (а) Относительно противоречия, Откуда у
человека правильные идеи? Выступления и статьи Мао
Цзе-дуна разных лет. Москва, “Прогресс” (1976), стр. 154-155].
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Кванторы и пучки 1970

В случае “теории множеств” это требует учета того известного
из опыта обстоятельства, что основные пары противоположных
тенденций в математике имеют вид сопряженных функторов.
Это позволяет нам избавиться от не имеющих математического
смысла следов (∈) процесса накопления (∪) множества
подмножеств (P) на каждом шаге метафизической
“конструкции”. Далее, опыт работы с пучками,
перестановочными представлениями, алгебраическими
пространствами и т.д. показывает, что в геометрии “теория
множеств” должна иметь в виду не только абстрактные
множества существующие вне времени, пространства, кольца
определений и т.д., но и более общие множества, которые
развиваются в соответствии с этими параметрами.
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От внутренней геометрии (Гаусс и Риман) к внутренней логике.
(Внутренная) логика как элемент внутренней геометрии.

Результат: прозрачная и простая аксиоматическая теория
топоса. От эзотерики к публичной науке.
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Основания и приложения 2003

Основания выводятся из приложений посредством унификации
и концентрации, другими словами, с помощью
аксиоматического метода. Приложения направляются
основаниями, которые усваиваются посредством образования.

Foundations is derived from applications by unification and
concentration, in other words, by the axiomatic method.
Applications are guided by foundations which have been learned
through education.
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Лавер и Гегель

Внутренняя логика топоса как объективная логика
(геометрического и физического) пространства и времени.

в геометрии “теория множеств” должна иметь в виду
не только абстрактные множества существующие
вне времени, пространства, кольца определений и т.д.,
но и более общие множества, которые развиваются в
соответствии с этими параметрами.

mutatis mutandis тот же тезис Лавер вслед за Гегелем
применяет к логике
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Категории пространства и количества 1992

Я верю в то, что в течении следующего десятилетия и
следующего века технические достижения в области теории
категорий будут представлять ценность для диалектической
философии, придавая точную форму и обсуждаемые
математические модели старым философским дистинкциям
между общим и частным, объективным и субъективным,
бытием и становлением, пространством и количеством,
тождеством и различием и т.д. В свою очередь внимание
математиков к таким философским вопросам необходимо для
того, чтобы сделать математику (а значит и другие науки)
более доступной и более полезной. Разумеется, это требует
того, чтобы философы изучали математику, а математики
изучали философию.
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Алан Бадью, 1937 - , с. 2010
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L’ être et evénment 1, 1988

Теория множеств как онтология sensu stricto

Идея: Теория множеств = ZFC

Метод: Философский комментарий / интерпретация к
аксиомам ZFC
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Бадью и Квайн

Ср. “Быть значит быть значением связанной переменной”
(онтологическое обязательство)

Вилард Квайн (1908-2000) О том, что есть (On What There Is)
1948
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L’ être et evénment 2 (Logiques des mondes), 2006

Теория топосов как математика трансцендентного (Bloombury
2017 по английски).

Идея: Множества образуют онтологию, а топосы пучков в
категории множеств представляют собой различные
трансцендентальные “миры” или ситуации каждый(ая) из
которых снабжен(а) своей внутренней логикой (языком) и
своей топологией (в рамках общей трансцендентальной схемы),
которая позволяет рассуждать в терминах локальной
истинности.

Метод: Философский (метафорический?) “ребрендинг”
(включая прямое переименование) математических терминов:
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философский ребрендинг (ср. у Гротендика в УП)

I топос → ситуация
I алгебра Гейтинга → трансцендентал
I подобъект → территория
I морфизм → отношение (!)
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Выводы:

I (1) Философские мотивации (иногда) играют важную роль
в создании математических понятий, теорий и методов,
особенно в области оснований (Декарт 1637, Грассман,
Лавер)

I (2) Математические мотивации (иногда) играют важную
роль в развитии философских подходов (Декарт 1628,
Рассел, Бадью)
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Платон: отвергая [математические] гипотезы и устремляясь к
самому началу, [философская диалектика] понемногу извлекает
зарытый в каком-то варварском варварстве глаз души.

I (3) Интерпретация готовых математических понятий и
теорий в терминах общих философских понятий и топик
не приводит к подобному эффекту, если “гипотезы”, на
которых основаны эти теории, заранее не “отвергаются”,
т.е. не ставятся под вопрос, не проблематизируются и не
обсуждаются критически и диалектически.

Умение критически анализировать основания математических
теорий требует значительно более глубокого знакомства с
предметом, чем способность неформально интерпретировать
эти теории.
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