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Введение:

Актуальность темы.

Современное понятие об аксиоматическом методе построения научных
теорий было сформировано в первой половине 20-го века в трудах Дави-
да Гильберта (начиная с его “Оснований геометрии” 1899-го года [1], [2]) и
его последователей. В России пионером нового аксиоматического метода был
Вениамин Федорович Каган (1869 - 1953), защитивший в 1907 году в Одес-
ском университете магистерскую диссертацию на тему “Задача обоснования
геометрии в современной постановке” [3],[4]. Благодаря его фундаменталь-
ному вкладу в математическую логику и в основания математики Давида
Гильберта наряду с Готлобом Фреге и Бертраном Расселом можно с полным
правом можно считать одним из отцов-основателей нового формального ма-
тематического подхода в логике, который определил облик этой дисциплины
в 20-м веке и привел к ее бурному развитию продолжающемуся вплоть до
наших дней. При этом Давид Гильберт не был логиком в узком смысле: его
научные интересы простирались гораздо шире, и его работы в области логи-
ки и оснований математики включены в более широкий научный контекст,
который включает в себя чистую и прикладную математику, а также мате-
матическую физику. Именно поэтому восходящее к Гильберту современное
понятие об аксиоматическом методе построения теорий включает в себя не
только формально-логическую технику, но также общий подход к примене-
нию этой логической техники в данной области научного знания, а также
эпистемологически фундированный взгляд на роль и место аксиоматизиро-
ванных теорий в практике научных исследований и в научном образовании.

Широкую философскую дискуссию, которая продолжается и сегодня,
вызвали полученные в 1930-е годы Куртом Гёделем ограничительные теоре-
мы (“теоремы о неполноте”), которые показали неосуществимость программы
Гильберта систематической аксиоматизации математики и использующих ма-
тематику научных дисциплин в ее первоначальном виде. Не ставя под сомне-
ние важное философское значение этой дискуссии, мы хотим подчеркнуть,
что она не касается ряда существенных эпистемологических вопросов, свя-
занных с аксиоматическим методом. Теоремы о неполноте Гёделя и подобные
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ограничительные результаты — это в первую очередь математические утвер-
ждения; общие эпистемологические следствия они имеют только постольку,
поскольку математические конструкции, о которых делаются эти утвержде-
ния, интерпретируются как универсальные математические модели матема-
тических и научных теорий. Основной эпистемологический вопрос, который
остается в стороне при обсуждении ограничений геделевского типа — это во-
прос о том, в какой мере формальные аксиоматические теории построенные
по рецепту Гильберта и его последователей, можно считать адекватными мо-
делями содержательных математических и научных теорий, с которыми име-
ют дело работающие математики специально не занимающиеся проблемами
оснований, а также ученые любых других специальностей. Именно этот по-
следний вопрос находится в центре настоящего диссертационного исследова-
ния.

Как это обычно делается в философии науки, говоря об адекватно-
сти формальной модели теории содержательным прототипам, мы намерен-
но смешиваем нормативные и описательные аспекты. С одной стороны, мы
вслед за Гильбертом допускаем, что логически и эпистемологически фунди-
рованное понятие формальной аксиоматической теории способно выполнять
нормативную функцию, то есть предъявлять формальную структуру пра-
вильно построенной содержательной теории. С другой стороны, мы считаем,
что нормативное понятие правильно построенной теории не может быть фун-
дировано только с помощью философской спекуляции, но должно опирать-
ся на лучшие и наиболее прогрессивные образцы современной науки. Суж-
дение о том, какие именно образцы современной науки являются наиболее
подходящими для того, чтобы придать им нормативный статус, не является
совершенно очевидным, опирается на неформальные соображения и в конеч-
ном счете остается в поле совместной ответственности ученого сообщества и
философа-эпистемолога.

Популярный ответ на вопрос об адекватности стандартного аксиома-
тического метода современному состоянию науки состоит в следующем. Ра-
зумеется, формальные аксиоматические теории представляют собой идеали-
зированные схематические модели реальных теорий, которые не учитывают
многие неформальные аспекты реальных теорий имеющие важное значение



6

для научной практики. Формальный аксиоматический подход играет ключе-
вую роль в анализе логических оснований законченных теорий, но не приспо-
соблен для решения любых других научных задач. Неформальные аспекты
научной практики наряду с формальными аспектами научных теорий могут
быть предметом философской рефлексии и эпистемологического исследова-
ния. Но любое смешение этих двух аспектов неправомерно и порождает по-
нятийную путаницу.

На наш взгляд такой ответ является неудовлетворительным, посколь-
ку он предполагает, что понятие формальной аксиоматической теории и отно-
шение формальных теорий к содержательным является раз и навсегда фикси-
рованным. Однако такое предположение неосновательно. Новый аксиомати-
ческий подход предложенный в первой половине 20-го века Гильбертом опи-
рался на логические и эпистемологические идеи своего времени, которые в
свою очередь были тесно связаны с современной научной практикой, в первую
очередь в области чистой математики. Этот новый подход к построению ак-
сиоматических теорий существенно отличается от более ранних исторических
форм аксиоматики включая аксиоматику Евклида. Однако в 20-м веке логи-
ка и математика не стояли на месте, а напротив очень бурно развивались. Нет
никаких причин считать, что пересмотр формальной архитектуры научных
теорий в начале 20-го века является окончательным и допускает только чи-
сто технические доработки. На сегодняшний день предложенная Гильбертом
и усовершенствованная его последователями формальная аксиоматическая
архитектура теорий уже не является единственной, но имеет интересные аль-
тернативы, которые подробно рассмотрены в настоящей диссертационной ра-
боте. Таким образом, актуальность настоящего исследования определяется
необходимостью включить в поле философской рефлексии и эпистемологи-
ческого анализа новые достижения аксиоматического мышления, которые с
нашей точки зрения являются философски значимыми, нона сегодняшний
день остаются в основном вне поля зрения философов науки.

Цель данной работы состоит в том, чтобы на основе анализа новых
аксиоматических подходов в современной математике и логике (аксиомати-
ческая теория топосов и гомотопическая теория типов) эксплицировать и
эпистемологически фундировать адекватное передовой научной практике по-
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следних десятилетий понятие об аксиоматической архитектуре научной тео-
рии, а также предложить перспективу более широкого использования новых
аксиоматических подходов в современной науке и технике включая цифровые
информационные технологии представления знаний.

Краткий обзор содержания диссертации:

В первой главе диссертации мы демонстрируем и анализируем отли-
чия аксиоматического метода Гильберта от более традиционных аксиомати-
ческих подходов в математике. Для этой цели мы сравниваем аксиомати-
ческие теории элементарной геометрии Евклида (раздел 1.1) и Гильберта
(1.2) и показываем, что эти теории очень существенно различаются по своей
формальной архитектуре несмотря на то, что они имеют общее интуитивное
содержание. Специальное внимание мы уделяем аккуратной исторической ре-
конструкции аксиоматической архитектуры геометрической теории “Начал”
Евклида. Этот исторический пример является для нас одной из мотивировок
понятия конструктивной аксиоматической теории наряду с примерами мате-
матических теорий созданными в наши дни. В этой главе мы также вслед
за Владимиром Александровичем Смирновым [5] рассматриваем в историче-
ской и теоретической перспективе понятие генетического метода построения
теорий, и сравниваем генетический метод со стандартным аксиоматическим
методом в стиле Гильберта (1.3).

Во второй главе представлен критический обзор практики использова-
ния стандартного аксиоматического метода в науке 20-го века, включая чи-
стую математику, естественные науки и компьютерные науки. Мы начинаем
этот обзор с анализа использования стандартного аксиоматического подхода
в теории множеств, где этот подход реализован в более полной мере, чем в лю-
бой другой области математики (раздел 2.1). Затем мы приводим подробный
разбор попытки внедрить аксиоматический метод в широкую математиче-
скую практику, который связан с именем (псевдонимом) Николя Бурбаки,
делая при этом акцент на специфическом теоретико-модельном характере
аксиоматического подхода Бурбаки (2.2). В последнем разделе (2.3) этой
главы мы анализируем попытки использования аксиоматического метода в
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стиле Гильберта в естественных науках и показываем, что на сегодняшний
день они не привели к убедительному успеху.

В третьей главе рассмотрены некоторые альтернативные аксиомати-
ческие подходы в математике 20-го и начала 21-го века.

В первом разделе (3.1) этой главы мы анализируем философские мо-
тивации и понятийные основания категорной логики и категорных оснований
математики в работах Вильяма Лавера; в этом контексте мы анализируем ак-
сиоматическую теорию топоса (которую также называют теорией элементар-
ного топоса) впервые опубликованную Лавером в 1970-м году [6]. Аксиомати-
зация теории топосов Лавером на основе общей теории категорий позволила
существенно упростить эту теорию, а также дала толчок для ее последую-
щего развития. Хотя Лавер не ставил своей целью ревизию восходящего к
Гильберту стандартного понятия аксиоматической теории, мы показываем,
что аксиоматический подход Лавера существенно отличается от стандартно-
го.

Второй раздел (3.2) третьей главы диссертации посвящен гомотопиче-
ской теории типов и связанной с этой теорией программы построения новых
оснований математики, которые по предложению Владимира Воеводского на-
зывают сегодня унивалентными основаниями [7]. Здесь мы также уделяем
внимание философским мотивациям и эпистемологическим следствиям про-
граммы Воеводского. Стандартная версия унивалентных оснований включает
в себя конструктивную теорию типов Мартина-Лёфа (с зависимыми типами),
которой дается интуитивная пространственная (и именно, гомотпическая)
семантика, и которая допускает вычислительную имплементацию и таким
образом позволяет проводить компьютерную проверку доказательств. Осно-
ванная на правилах формальная архитектура этих теорий (то есть, архитек-
тура генценовского типа) и ее теоретико-доказательная семантика мотиви-
руют (наряду с упомянутыми выше историческими примерами) описанное в
заключительной главе понятие конструктивного аксиоматического метода,
которое расширяет и обобщает стандартное современное понятие об аксиома-
тическом методе, связанное с именем Гильбертом.

В заключительной четвертой главе мы подводим итоги и намечаем
планы дальнейших исследований. Здесь мы приводим краткую сводку ре-
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зультатов результатов работы (раздел 4.1), систематически описываем пред-
лагаемые нами понятия конструктивной аксиоматической теории и конструк-
тивного аксиоматического метода (4.2), и далее описываем конструктивный
подход к формальной реконструкции научных теорий и намечаем стратегию
дальнейшего развития этого подхода (4.3).

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Принципиально новой чертой аксиоматического метода Гильберта, ко-
торая отличает этот метод от метода Евклида и других более традици-
онных вариантов аксиоматического метода, является строгое различе-
ние конструктивно-дедуктивного (синтаксис и логическая семантика) и
экзистенциально-объектного (вне-логическая семантика) аспектов мате-
матической теории. Такая двухэтажная формальная конструкция тео-
рии позволяет эффективно использовать математические методы для
анализа ее логической и семантической структуры (метаматематика) в
рамках известных теоретических ограничений (теоремы о неполноте Ге-
деля, ограничения вычислимости). Однако, как показал опыт использо-
вания стандартного аксиоматического метода в науке 20-го века, такой
способ формального представления теорий крайне неэффективен для це-
лей рутинной формальной проверки корректности доказательств и ре-
шения многих других стандартных задач, возникающих в математиче-
ской и научной практике, что существенно ограничивает возможности
более широкого использования этого метода в математической, научной
и индустриальной практике.

2. Аксиоматическая теория элементарного топоса впервые построенная Ви-
льямом Лавером в 1970-м году связывает дедуктивно-конструктивный и
объектно-семантический аспекты теории принципиально новым спосо-
бом с помощью нового понятия о внутренней логике данной категории.
Хотя теория элементарного топоса и может быть представлена в виде
стандартной аксиоматической теории, логические и эпистемологические
основания этой теории далеко выходят за рамки стандартного аксиома-
тического подхода. В частности, аксиоматический подход Лавера вклю-
чает в себя нестандартное понятие об интерпретации формальной теории
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(функторная семантика).

3. Проект унивалентных оснований математики инициированный Влади-
миром Воеводским использует конструктивную аксиоматическую архи-
тектуру теорий генценовского типа, которая более полно отвечает за-
просам научной практики, чем стандартная аксиоматическая архитекту-
ра, и, в частности, поддерживает функцию формальной проверки дока-
зательств доказательств компьютерными средствами. Конструктивный
аксиоматический метод объединяет возможности стандартного аксиома-
тического метода и более традиционного “генетического” метода постро-
ения теорий. Конструктивный аксиоматический метод позволяет пред-
ставлять не только пропозициональные, но и процедурные знания и мо-
жет быть использован в компьютерных системах представления знаний.

Существующая философская литература посвященная новым аксио-
матическим подходам в теории топосов и гомотопической теории типов не
является обширной; ее обзор приведен в тексте диссертации. Полученные
в данной работе результаты являются новыми и не имеют прямых анало-
гов в существующей литературе. Достоверность этих результатов подтвер-
ждается фактом их представления на многих престижных международных
конференциях и их публикацией в международных рецензируемых научных
изданиях.

Диссертационная работа имеет теоретический характер. Однако ее
результаты являются практически значимыми в контексте сегодняшнего
развития компьютерных технологий представления знаний, экономическая
и социальная роль которых уже сегодня является заметной и, согласно за-
служивающим доверие прогнозам, будет еще более значительной в ближай-
шем будущем. Исследованные в настоящей работе новые формальные ар-
хитектуры теорий лучше приспособлены для компьютерной реализации чем
стандартная архитектура гильбертовского типа и могут считаться теорети-
ческими прототипами перспективных систем представления знаний нового
поколения.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 33 научных публикациях:
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[8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24],
[25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40]

Если не указано иное, все иностранные источники цитируются на рус-
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1 От Евклида до Гильберта 1

Во введении к “Основаниям геометрии” [1], [2] Гильберт пишет:

“Геометрия, так же, как и арифметика, нуждается для своего по-
строения в немногих и простых основных положениях. Эти основ-
ные положения называются аксиомами геометрии. Установление ак-
сиом геометрии и исследование их взаимоотношений — это зада-
ча, которая со времени Евклида являлась темой многочисленных
прекрасных произведениях математической литературы. Задача эта
сводится к логическому анализу нашего пространственного пред-
ставления.” [2, p. 55]

Имя Евклида в этой цитате появляется не случайно. Очевидно, при
подготовке “Оснований геометрии” Гильберт имел в виду Евклидовы “Нача-
ла” [41], [42] пытаясь их воспроизвести на полностью обновленной понятийной
базе. В этом смысле работу Гильберта 1899 года можно считать поворотной.
Впрочем, не нужно забывать, что переложение глав “Начал” в новых поняти-
ях — это старая и почтенная традиция математической мысли, а гильбертовы
“Основания геометрии” так же, как и незавершенные “Элементы математики”
Бурбаки, принадлежащие уже 20 веку [43],[44] — это новые звенья в длинной
цепи подобных более ранних работ. В этом ряду можно упомянуть, например,
книгу Борелли “Евклид восстановленный” (1658) [45], “Новые начала геомет-
рии” Арно (1667) [46], “Евклид, очищенный от всех пятен” Саккери (1733)[47].
Так что Гильбертов переворот в геометрии, влияние которого на современную

1Эта глава использует материал из [8],[20],[19, Ch. 2-3] и [32].



13

математику все еще остается решающим, это не первый в истории математи-
ки подобный поворот и, можно надеяться, что не последний.

1.1 Евклид: делать и доказывать

Чтение математических работ прошлого приводит к герменевтической
дилемме. Одна возможность состоит в том, чтобы излагать старые матема-
тические работы в современных математических понятиях. Другая возмож-
ность состоит в том, чтобы последовательно избегать анахронизмов и под-
черкнуть разницу между современным и изучаемым подходом [48]. Всякий,
кто берется за такое чтение, должен проскользнуть между Сциллой анти-
кваризма, который заставляет читателя влезть в шкуру человека иной эпо-
хи, и Харибдой презентизма, которая превращает читаемый труд в малый
фрагмент современного общедоступного математического знания — из-за че-
го особенности мышления математиков прошлого остаются незамеченными
[49].

Мы попытаемся пройти этот пролив следующим образом. Мы будем
следовать букве Евклида (в греческой редакции Гейберга [42] и русском пе-
реводе Мордухай-Болтовского [41]), но при этом также использовать совре-
менные интерпретации “Начал”, включая явно анахронистические, подвергая
некоторые из них критике. Чтобы не потерять за деревьями леса, мы сра-
зу сформулируем основной вывод. Вопреки распространенному мнению, гео-
метрия Евклида это не набор высказываний, состоящий из аксиом и теорем,
которые выводятся из аксиом по правилам логики. Скорее, эту теорию вслед
за Фридманом [50, p. 94] можно называть “формой рационального рассужде-
ния”, в котором важную роль играют непропозициональные принципы. Мы
согласны с мнением Яна Мюллера, который в 1974-м году утверждает, что ни-
какая система современной логики не позволяет адекватно реконструировать
геометрические доказательства “Начал” Евклида [51], см. также [52]. Однако
ниже 3.2 мы описываем некоторые черты новой аксиоматической архитек-
туры используемой в рамках проекта построения унивалентных оснований
математики, которые имеют общие черты с аксиоматической архитектурой
“Начал” Евклида.
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1.1.1 Доказательство и “показательство”

Все Предложения “Начал” кроме небольшого числа легко объяснимых
исключений укладываются в схему, описанную Проклом в его “Комментарии
к первой книге Начал Евклида” [53]:

“Всякая совершенная проблема и теорема должна содержать в се-
бе следующие разделы: предложение, экспозиция, спецификация,
построение, доказательство, заключение. Предложение говорит о
том, что дано и что является искомым. И совершенное предложе-
ние состоит из обеих этих частей. Выставление берет сами данные и
готовит их для поиска. Ограничение отделяет искомое и выясняет,
каково оно. Построение добавляет к данным то, чего в них не хвата-
ет для того, чтобы найти искомое. Доказательство научным образом
собирает наличное из принятых допущений. Заключение возвраща-
ется к предложению, подтверждая то, что требовалось доказать.”
([53, pp. 185-186 ], перевод скорректирован)

Термин “предложение”, которое обычно используется в современных
переводах Евклида как общее название проблем и теорем (разница между
ними будет разъяснена далее в разделе 1.4) у Евклида отсутствует. Евклид
просто нумерует их, не называя никаким общим именем. Ниже мы объяс-
ним, почему это замечание важно, а пока проанализируем по схеме Прокла
предложение 5 Первой книги “Начал” - известную теорему о равенстве уг-
лов в равнобедренном треугольнике (теорема 1.5). Текст Евклида цитируется
в переводе Модухая-Болтовского [41] с немногочисленными, но важными в
данном контексте исправлениями, о которых будет специально сказано ни-
же. Приведенные в круглых скобках внутренние ссылки добавлены перевод-
чиком, мы скажем ниже об этих ссылках особо. Слова в угловых скобках
отсутствуют в оригинальном тексте и добавлены переводчиком в целях луч-
шего соответствия перевода нормам русского языка. В угловые скобки также
заключены термины Прокла, относящиеся к описанной им схеме геометри-
ческих предложений. Здесь и далее эти термины выделены курсивом в тех
случаях, когда они используются в указанном Проклом специальном значе-
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Рис. 1: Теорема 1.5 “Начал” Евклида

нии. Другие цитаты из “Начал” Евклида, которые мы приводим ниже в этой
главе, заимствованы мной из того же источника [41].

<предложение:>

У равнобедренных треугольников углы при основании равны между
собой, и по продолжении равных прямых углы под основанием будут
равны между собой.

<экспозиция:>

Пусть ABC будет равнобедренный треугольник имеющий сторону
равную стороне и пусть по прямым будут продолжены прямые BD,
CE.

<спецификация:>

Я утверждаю, что угол ABC равен углу ACB, а угол CBD углу
BCE.
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<построение:>

Действительно, на BD возьмем произвольную точку F , от большей
AE отнимем AG, равную меньшей AF (1.3), и соединим прямыми
FC , GB.

<доказательство:>

Поскольку теперь AF равна AG, а AB равна AC, то вот две <пря-
мые> FA, AC равны двум AG, AB каждая каждой; и они содер-
жат общий угол FAG; значит, основание FC равно основанию GB,
и треугольник AFC будет равен треугольнику AGB и оставльные
углы, стягиваемые равными сторонами, будут равны остальным уг-
лам каждый каждому, а именно, угол ACF углу ABG, а угол AFC
углу AGB (1.4). И поскольку вся AF равна всей AG, и у них AB
равна AC, то, значит, и остаток BF равен остатку CG (A3). Но до-
казано, что и FC равна GB; вот две прямые BF , FC равны двум
прямым CG и GB каждая каждой; и угол BFC равен углу CGB, и
основание у них общее BC. Значит и треугольник BFC равен тре-
угольнику CGB и остальные углы стягиваемые равными сторонам
равны каждый каждому (1.4); значит, угол BFC равен углу GCB,
а угол BCF углу CBG. Поскольку теперь доказано что весь угол
ABG равен всему углу ACF , и у них CBG равен BCF , то следова-
тельно, и остаток ABC равен остатку ACB (A3), и они находятся
при основании треугольника ABC. Доказано же, что и угол FBC
равен GCB, и оба она под основанием.

<заключение:>

Значит, у равнобедренных треугольников углы при основании рав-
ны между собой и по продолжении равных прямых углы под осно-
ванием будут равны между собой. Это и требовалось показать.

Очевидная разница между анализом этой теоремы, который предла-
гает Прокл и обычным современным анализом состоит в следующем. Для
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современного читателя доказательство этой теоремы начинается с прокловой
экспозиции и включает в себя также спецификацию, построение и, нако-
нец, проклово доказательство в качестве своих частей. Прокл же называ-
ет доказательством лишь одну из только что упомянутых четырех частей.
Завершается теорема словами “что и требовалось показать”, а не словами
“что и требовалось доказать” как неточно переводит Мордухай-Болтовской.
Так же неточен и общепринятый латинский перевод этого выражения “quod
erat demonstrandum”. Во всех этих случаях смешиваются греческие глаго-
лы apodeiknumi (доказать, по-латински demonstrare) и deiknumi (показать,
по-латински monstrare). Разницу между логическими значениями этих двух
глаголов можно уверенно реконструировать по “Аналитикам” Аристотеля:
этот автор употребляет глагол apodeiknumi и производный от него термин
apodeixis при описании формальной силлогистики, используя при этом глагол
deiknumi в более широком и содержательном смысле при обсуждении эписте-
мологических вопросов (в основном во Второй Аналитике). Можно предпо-
ложить, что Аристотель использует глаголы apodeiknumi и deiknumi так же,
как Евклид и Прокл. Одного этого свидетельства, на наш взгляд, достаточно
для того, чтобы не пренебрегать разницей между значениями этих греческих
глаголов. Поэтому в такого рода контекстах доказательство в узком смысле
слова нужно отличать от более широкого понятия “показательства”.

Логический статус экспозиции, спецификации и построений в геомет-
рической теории Евклида обсуждался историками и философами математи-
ки неоднократно. Ниже мы представим критический обзор основных точек
зрения на этот предмет. Однако прежде всего нужно заметить, что сама по-
становка вопроса о логическом статусе этих операций включает в себя (или
по крайней мере должна включать) более общий вопрос о смысле и содер-
жании понятия об аксиоматической теории и о месте и роли логики в таких
теориях. Если предположить, что теория “Начал” Евклида является теорией
в обычном современном смысле, то есть системой высказывание связанных
отношением логического следствия, то экспозиция, спецификация и постро-
ение станут частями доказательства автоматически. Поэтому в моем после-
дующем анализе мы не будем пользоваться предпосылкой о том, что теория
Евклида является аксиоматической в обычном смысле, но будем пытаться
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реконструировать доказательства Евклида в их оригинальном виде, а уже
потом решать вопрос о том, можно ли считать эти доказательства коррект-
ными с логической точки зрения.

1.1.2 Являются ли евклидовы доказательства логическими?

Обратимся к теореме 1.5. Доказательство этой теоремы использует
следующие предпосылки:

Аксиома (общее понятие) 2:

Если к равным прибавляются равные, то и целые будут равны.

Аксиома (общее понятие) 3:

Если от равных отнимаются равные, то остатки будут равны

Теорема 1.4 (равенство треугольников по двум сторонам и углу между
ними):

Если два треугольника имеют по две стороны, равные каждая каж-
дой, и по равному углу, содержащемуся между равными прямыми,
то они будут иметь и основание, равное основанию, и один треуголь-
ник будет равен другому, и остальные углы, стягиваемые равными
сторонами, будут равны остальным углам каждый каждому.

Мы ограничимся здесь анализом того, как в доказательстве теоремы
1.5 используется аксиома 3, используя при этом современные обозначения.
Поскольку равенство в евклидовом смысле отличается от тождества, эти два
отношения будут здесь обозначаться по-разному: равенство по Евклиду мы
будем обозначать обычным знаком =, а тождество - знаком≡. Знаки + и Џ
мы будем использовать в очевидном смысле 2.

2Разность A−B фигур A, B - это фигура полученная в результате “отрезания” B от A; аналогичным

образом сумма A+B это результат прикладывания (конкатенации) A и B. Эти операции не определены

у Евклида с точностью до конгруэнтности, поскольку отрезать B от A и приложить B к A можно, вообще

говоря, многими разными способами. Таким образом равенство в евклидовом смысле слабее конгруэнт-

ности: по аксиоме 4 конгруэнтные объекты равны, но обратное общее утверждение неверно. В случае

плоских фигур равенство в евклидовом смысле эквивалентности равенству (в современном смысле) пло-

щадей этих фигур.
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По построению мы имеем:
Con1 : BF ≡ AF − AB
Con2 : CG ≡ AG− AC
что эквивалентно утверждению о том, что точка B лежит между точками A,
F , а точка C лежит между точками A, G. По условию теоремы мы также
имеем:
Hyp : AB = AC

Кроме того, снова по построению
Con3 : AF = AG

Таким образом, мы получили условие аксиомы 3: равное отнимается от рав-
ного. По этой аксиоме заключаем, что BF = CG.

Аксиома 3 приложима к предметам (математическим сущностям), ес-
ли только для них определены отношение равенства и операция разности. У
Евклида под эти условия подходят не только числа и отрезки, но и разно-
образные геометрические фигуры, включая кривые, углы и области. Остав-
шиеся четыре аксиомы Евклида (не путать с постулатами!) обладают тем же
свойством. Это отличает аксиомы Евклида от посылок вроде Con3 и Hyp,
так что возникает вопрос, правомерно ли считать аксиомы (общие понятия)
в теории Евклида логическими посылками в обычном смысле. Мы сталкива-
емся здесь с выбором между следующими двумя возможными логическими
интерпретациями аксиомы 3.
(1) Эту аксиому можно реконструировать в виде импликации:

{(a ≡ b− c)&(d ≡ e− f)&(b = d)&(c = f)} → (a = b)

и использовать ее вместе с посылками Con3 и Hyp в выводе нужного заклю-
чения посредством modus ponens. Этот подход требует различения посылок
и заключения, с одной стороны, и правил вывода с другой, и подразумевает,
что Евклид в рассуждениях использует правила логики, хотя, как и боль-
шинство математиков всех эпох, не говорит о них ни слова. Основная цель
исследований, использующих этот подход, состоит в том, чтобы представить
в явном виде “логику рассуждений” Евклида включая неявно используемые
логические правила такие как modus ponens.
(2) Альтернатива состоит в том, чтобы рассматривать аксиому 3 не как по-
сылку, а как самостоятельное правило вывода. Это правило, которое можно
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выразить с помощью следующей схемы

(a ≡ b− c), (d ≡ e− f), (b = d), (c = f)

a = b
(1)

позволяет сразу вывести нужное заключение из предпосылок Con3 и Hyp.
Такого рода правило вывода нельзя назвать логическим в обычном смысле,
поскольку аксиома 3 приложима лишь к математическим высказываниям о
равенстве объектов подходящего типа и не поможет доказывать утвержде-
ния типа “Сократ смертен”. Тем не менее область применения этой и других
аксиом достаточно широка и включает в себя всю математику Евклида. Та-
кая реконструкция позволяет избежать любых спекуляций о том, что Евклид
неявным образом опирается на какую-то логическую доктрину: в отличие от
правил логики и их применениях, о которых Евклид ничего нам не сообщает,
формальное различие между аксиомами (общими понятиями) и посылками
вроде Con3 и Hyp проведено в “Началах” явным образом.

Есть также исторические основания для того, чтобы предпочесть вто-
рой способ интерпретации первому. Аристотель употребляет слова и выраже-
ния “аксиома”, “’общее представление”, “общее понятие” и некоторые другие
как синонимы. Это, в частности, позволяет нам называть евклидовы “общие
понятия” аксиомами. Однако Аристотель использует эти слова и выраже-
ния не для обозначения исходных предпосылок, которыми мы сегодня на-
зываем аксиомами, а для указания на логические правила такие как пра-
вило “совершенного силлогизма”. Кроме того, Аристотель последовательно
проводит аналогию между “общими понятиями” в математике и своими ло-
гическими правилами (законами логики). Оригинальная идея Аристотеля,
которая позволяет считать его отцом-основателем логики как дисциплины,
на наш взгляд, состоит в следующем: наряду с математическими аксиомами,
то есть общими правилами математических рассуждений подобных аксиоме
3 “Начал”, существуют еще более общие правила, которым подчиняются (или
должны подчиняться) вообще любые рассуждения, включая нематематиче-
ские.

Нас не должно смущать, что Аристотель старше Евклида (годы жизни
которого установлены неточно) примерно на четверть века. Влияние трудов
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Аристотеля на Евклида не доказано, но влияние современной Аристотелю
математики на его труды по логике и философии надежно документировано
в текстах самого Аристотеля. В частности, Аристотель почти дословно цити-
рует евклидову аксиому 3, с которой он, разумеется, был знаком по другим
источникам 3.

Доктрина Аристотеля о примате в мышлении логических и онтоло-
гических принципов над математическими и физическими заслуживает от-

3Вот некоторые цитаты из Аристотеля (в авторской редакции переводов), которые подтверждают ска-

занное:

1) описание логических принципов как “общих положений”

“Началами доказательства я называю общие положения, из которых все исходят при доказа-

тельствах, например, положение, что все необходимо или утверждать, или отрицать, и что

невозможно одновременно быть и не быть, а также и все другие положения этого рода” (Met.

996b27-32)

2) сравнение математических и логических аксиом

“Теперь нужно сказать, должна ли одна <и та же> наука или различные иметь дело с по-

ложениями, которые в математике носят название аксиом, с одной стороны, и с сущностью

Ҹ с другой. Конечно, ясно, что и рассмотрение <таких> аксиом составляет <вместе с рас-

смотрением сущности> предмет одной науки, а именно Ҹ той, которой занимается философ;

ибо аксиомы эти имеют силу для всего существующего, а не специально для одного какого-

нибудь рода, отдельно от всех других. И пользуются ими все, потому что это - аксиомы,

определяющие сущее как таковое, а каждый род <изучаемых предметов> есть <некоторое>

сущее; но имеют с ними дело в той мере, насколько это каждому нужно, а это значит - <в

зависимости от того,> как далеко простирается род, в области которого <при этом> дают-

ся доказательства. Таким образом, понятно, что аксиомы применяются ко всему, поскольку

оно есть <нечто> сущее (это ведь Ҹ то свойство, которое одинаково присуще всему), и, сле-

довательно, человеку, который занимается познанием [относительно] сущего как такового,

надлежит также рассмотреть и эти аксиомы. Поэтому никто из тех, кто ведет исследование

частного характера, не берется что-либо сказать о них: истинны они или нет, Ҹ <на это не

решается> ни геометр, ни арифметик.” (Met. 1005a19-28)

3) указание на аксиому 3 “Начал” Евклида и сравнение ее с логическими принципами

“Так как и математик пользуется общими положениями <только> в своей специальной об-

ласти, то можно сказать, что и начала, с которыми они имеют дело, подлежат рассмотрению

со стороны первой философии. В самом деле, положение: “Если от равных величин отнять

равные, остатки <будут> равны” является общим по отношению ко всем количествам, а мате-

матика, выделив <одну область>, делает предметом своего рассмотрения ту или иную часть

относящегося к ней материала, например, линии, или углы, или числа, или какую-нибудь из
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дельного обсуждения, но в любом случае ее нельзя считать само собой разу-
меющейся при исторической реконструкции старых математических текстов
таких как “Начала” Евклида. Такое некритическое использование доктрины
Аристотеля, в частности, не позволяет увидеть сложные взаимоотношения
между античной логикой и античной математикой, на которые мы только
что указали.

Принимая интерпретацию аксиомы 3 как правила вывода, мы хотим
еще раз подчеркнуть, что доказательство (apodeixis) является элементом
теоремы, которое в наибольшей степени похоже на то, что сегодня принято
называть доказательством в логике. Чтобы подчеркнуть особый “региональ-
ный” характер евклидовых аксиом по сравнению с логическими принципами,
мы будем называть выводы основанные на таких аксиомах (в которых акси-
омы играют роль правил вывода, а не посылок) протологическими. Кроме
того, мы ниже выделим у Евклида другой тип вывода, который будем назы-
вать геометрическим. Наш анализ совместим с аристотелевской идеей о том,
что правила протологического и геометрического вывода подчиняются более
общим правилам, которые можно назвать в обычном смысле слова логически-
ми. Однако мы утверждаем, что в текст “Начал” Евклида не предоставляет
нам никаких свидетельств того, что Евклид или кто-либо из его предшествен-
ников пытался использовать такие более общие правила в математических
рассуждениях вообще и при составлении “Начал” в частности. Более того,
как мы скоро увидим, логические правила невозможно никаким естествен-
ным образом ввести в теоретическую конструкцию “Начал” не нарушая при
этом их исходной дедуктивной структуры. Это верно как по отношению к
аристотелевской логике (силлогистике), так и по отношению к современным
логическим системам.

Помогает ли логика достичь большей математической строгости или,
других количественно определенных величин, однако же не поскольку это существующие ве-

щи, а поскольку каждая из таких величин есть <нечто> непрерывное в одном, двух или трех

направлениях; философия же не рассматривает частичного, в какой мере что-либо присуще

ему как привходящее, но рассматривает каждый из этих предметов <только> в отношении

сущего как такового. ” (Met. 1061b, 15-25)
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наоборот, логика становится строгой наукой только благодаря использованию
точных математических методов? Это неочевидный вопрос, к которому мы
будем вновь возвращаться в дальнейшем. Обсуждение же в этой главе пре-
следует цель, которая одновременно более скромная и более амбициозная,
чем задача логического анализа в обычном смысле. Ее можно назвать бо-
лее скромной, поскольку мы не пытаемся оценивать Евклида с точки зрения
современной математики и логики. Но эту цель можно считать и более ам-
бициозной, поскольку обращение к Евклиду позволяет нам рассмотреть эту
современную точку зрения в исторической перспективе и поставить ее под
вопрос.

1.1.3 Инстанциация, объектность и объективность

Проанализируем теперь более внимательно, откуда в доказательстве
теоремы 1.5 берутся посылки Con1− 3 и Hyp. Как уже было сказано выше,
они берутся из двух разных источников:Hyp принимается по предположению
(по гипотезе), аCon1 − 3 принимаются по построению. Разберемся с этими
двумя случаями по очереди.

Понятие гипотетического рассуждения - важное обобщение базового
понятия аксиоматической теории, о котором мы говорили выше. Мы рассмот-
рим здесь только один аспект гипотетических рассуждений в том виде, как
они представлены у Евклида. Гипотеза, порождающая Hyp - это высказыва-
ние о том, что теорема 1.5 утверждает нечто о равнобедренном треугольнике
(а не о каких-то других предметах). Понятие о равнобедренном треугольни-
ке вводится определением 1.20 “Начал”, согласно которому в равнобедренном
треугольнике две стороны равны между собой. Однако, чтобы из него по-
лучить из этого определения Hyp, требуется еще один шаг. Формулировка
теоремы 1.5 касается равнобедренных треугольников вообще, но Hyp касает-
ся единственный треугольника ABC. Нужно также принять во внимание, что
доказательстве данной теоремы завершается заключением ABC = ACB и
FBC = GCB, которое также относится конкретно к треугольнику ABC,
тогда как заключение теоремы почти дословно повторяет ее предложение
и относится к равнобедренным треугольникам вообще. Переход от предло-
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жения к Hyp совершается посредством экспозиции, где вводится ABC как
“произвольный представитель” класса равнобедренных треугольников, и спе-
цификации, которая позволяет применить определение 1.20 к ABC. В терми-
нах современной логики этот последний шаг называется универсальной ин-
станциацией (или универсальной подстановкой) и описывается следующей
схемой:

∀xP (x) =⇒ P (a/x)

где P (a/x) это результат подстановки константы a вместо всех свободных
вхождений переменной x в P (x).

Обратная операция, с помощью которой Евклид преобразует заключе-
ние доказательства в заключение теоремы, называется универсальным обоб-
щением:

P (a) =⇒ ∀xP (x)

(Это последнее правило применимо лишь при определенных условиях, на
которых мы не будем здесь останавливаться.)

Если понимать экспозицию и спецификацию у Евклида с помощью
современного понятия универсальной подстановки, то эти операции описы-
ваются как логические выводы и становятся частью доказательства в совре-
менном смысле слова. Другая (но в принципе совместимая с только что ука-
занной) интерпретация этих мыслительных операций опирается на понятий-
ному аппарату трансцедентальной эстетики и трансцедентальной логики
Канта [54] . Кант рассматривает экспозицию в геометрии не как шаг логи-
ческого вывода одних высказываний из других, а как работу воображения,
которая позволяет снабдить понятие его образом, общее представление такой
процедуры Кант называет схемой понятия. Так, по Канту, всякий отдель-
ный математический объект вроде треугольника ABC неотделим от особых
правил его воображаемого построения, которое связывает этот объект с его
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понятием (в нашем примере - понятием равнобедренного треугольника). Со-
гласно Канту, представление общих понятий конкретными воображаемыми
предметами (кратко называемое им также “конструированием понятий”) это
фундаментальная черта математического мышления, которая отличает тако-
го рода мышление от философской спекуляции:

“Философское знание есть знание разумом из понятий, а матема-
тическое знание есть знание из конструирования понятий. Но кон-
струировать понятие — это значит выразить а priori соответству-
ющее ему наглядное представление. Значит, для конструирования
понятия требуется наглядное представление, которое имеет не эмпи-
рический характер, которое как созерцание есть единичный объект,
но тем не менее, будучи конструированием понятием (общим пред-
ставлением), должно служить в представлении выражением чего-то
имеющего всеобщее значение для всех возможных наглядных пред-
ставлений, подходящих под одно и то же понятие. Так, я конструи-
рую треугольник, когда я выражаю предмет, соответствующий это-
му понятию, или посредством одного лишь воображения в чистом
наглядном представлении, или вслед за этим также на бумаге в эм-
пирическом наглядном представлении, но и в том и в другом случае
совершенно а priori, не заимствуя для этого образцов ни в каком
опыте. Единичная нарисованная фигура имеет эмпирический ха-
рактер, но служит тем не менее для выражения понятия без ущер-
ба для его всеобщности, так как в этом эмпирическом наглядном
представлении я всегда имею в виду только акт построения поня-
тия, для которого многие определения, например величины сторон
и углов, совершенно безразличны, и потому я отвлекаюсь от этих
особенностей, не изменяющих понятия треугольника. Следователь-
но, философское знание рассматривает частное только в общем, а
математическое знание рассматривает общее в частном и даже в
единичном [..]” [54, pp. 538-539] (A713-4/B741-2).

Эти соображения Канта можно понять в качестве объяснения роли инстанци-
ации в математических рассуждениях. Кант говорит здесь не о формальном
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логическом выводе, а о когнитивной процедуре, которую можно использовать
для обоснования такого вывода.

Экспозиция и спецификация теоремы 1.5 сформулированы у Евкли-
да слишком кратко и слишком формально, чтобы определенно предпочесть
их то или иное философское толкование. В определении 1.20 Евклид вво-
дит понятие равнобедренного треугольника указывая на характеристическое
свойство, а не на правило, по которому такой объект можно построить. Этот
пример, между прочим, опровергает часто повторяемое ошибочное утвержде-
ние, что прежде чем изучать свойства того или иного геометрического объ-
екта, Евклид его предварительно строит. Однако можно указать на другое
текстуальное свидетельство, которое делает кантовскую интерпретацию Ев-
клида правдоподобной.

Спецификация теоремы 1.5 начинается словами “Я утверждаю, что”.
Такое использование личного местоимения первого лица единственного числа
имеется у Евклида в спецификации каждого предложения. С точки зрения
обычного логического анализа эта лингвистическая особенность не находит
никакого объяснения. Однако ее можно легко объяснить в рамках подхода
Канта. В отличие от предложения, которое вслед за Фреге мы будем считать
отчужденным от всякого индивидуального мыслительного агента, экспози-
ция, спецификация и следующее за ними построение ассоциированы не толь-
ко с конкретными объектами (вроде треугольника ABC), но и с конкретным
мыслящим субъектом, который называет себя личным местоимением “я”. Ра-
зумеется этот субъект, так же как и объект, является совершенно произволь-
ным, то есть представляет конкретным образом мыслящего субъекта вообще.
В отличие от предложения, которая не допускает в своей формулировке ника-
кого произвола (кроме грамматически допустимого перефразирования), экс-
позиция допускает произвольный выбор буквенных обозначений (в пределах
используемых синтаксических правил): треугольникABC может быть назван
DEF или другим подобным образом, и это никак не повлияет на структуру
дальнейшего аргумента. Такой произвольный выбор буквенных обозначений
рассуждающим субъектом дополняет произвольный “выбор” геометрического
объекта с помощью которого проводится все дальнейшее рассуждения вплоть
до универсального обобщения в заключении.
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Евклид предполагает, что всякий компетентный читатель его труда
знает, что выбор буквенных обозначений, которые используются в качестве
имен геометрических объектов, вполне произволен, и что последующее рас-
суждение не зависит от этого выбора. Произвольность этих обозначений име-
ет иной характер нежели свобода построения фразы на естественном языке. У
Евклида произвольные элементы рассуждения в экспозиции и спецификации
четко отделены от инвариантных элементов, которые образуют схему это-
го рассуждения. Эта схема жестко ограничивает пространство возможного
произвола. При построении фразы на естественном языке нет такого четкого
разделения между произвольными и инвариантными элементами. Можно из-
менить некоторые или даже все предложения этой книги, сохранив при этом
их смысл. Однако вряд ли возможно строго математически описать все такие
замены и тот “смысл”, который требуется сохранить.

Таким образом, экспозиция у Евклида используется для выражения
общего высказывания в форме, пригодной для индивидуального акта позна-
ния конкретным математиком. Эта важная черта экспозиции никак не учиты-
вается современным понятием универсальной инстанциации (универсальной
подстановки). Можно возразить, что логический анализ математических рас-
суждений вовсе не должен принимать во внимание такого рода особенность. С
этим возражением нельзя согласиться, если цель логического анализа вклю-
чает в себя задачу экспликации объективного значения данного математиче-
ского рассуждения. Дело в том, что когнитивный механизм, о котором идет
речь, позволяет индивидуальному мыслящему субъекту делать общезначи-
мые выводы. Чтобы не понимать конкретно под “объективным значением”
рассуждения такого рода механизм следует, на наш взгляд, считать его ча-
стью.

1.1.4 Протологическая дедукция и геометрическая продукция

Вернемся к доказательству теоремы 1.5 и вспомним, что в нем ис-
пользуется не только посылка Hyp получаемая с помощью экспозиции и спе-
цификации, но и посылки Con1 − 3, которые принимаются по построению.
В этом разделе мы обсудим роль такого рода посылок и роль построений
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вообще в математике Евклида.
Как известно, все построения в геометрии Евклида делаются “цирку-

лем и линейкой”. В “Началах” это условие выражено с помощью первых трех
постулатов, которые в переводе Мордухая-Болтовского выглядят так:

Допустим, что от всякой точки до всякой точки <можно> провести
прямую линию.
и что ограниченную прямую <можно> непрерывно продолжать по
прямой.
и что из всякого центра и всяким раствором <может быть> описан
круг.

Слова <можно> и <может быть> добавлены переводчиком. Вот более бук-
вальный перевод:

Допускается проводить прямую линию от всякой точки до всякой
точки
и непрерывно продолжать по прямой ограниченную прямую
и описывать круг из всякого центра всяким раствором

Прежде чем перейти к анализу этих постулатов, остановимся корот-
ко на самом понятии постулата. Перевод Мордухая-Болтовского греческо-
го “aitema” русским словом “постулат” следует долгой традиции переводов
“Начал” на латинский язык, где это слово переводилось как “postulat". Cо-
временные словари переводят соответствующие глаголы “aitein” и “postulare”
как “требовать” или “запрашивать”. И хотя слово “постулат” происходит от
латинского глагола “postulare”, теперь его значение поменялось по сравнению
с латинским предком.

По Аристотелю, постулат (aitema) это то, что принимается по умолча-
нию, когда у субъекта нет определенного мнения о предмете (An. Post. 76b).
Далее Аристотель сравнивает постулаты с гипотезами: вторые, по Аристоте-
лю, отличаются от первых тем, что более правдоподобны. Хотя Аристотель
не приводит в этом контексте никаких математических примеров, на осно-
вании этих свидетельств можно пытаться реконструировать эпистемическое
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отношение Евклида, которого он придерживался, “требуя” или “прося” чита-
теля принять его постулаты в качестве принципов его теории. Однако такой
семантический анализ мне представляется избыточным в данном контексте.
Чтобы понять смысл евклидовых постулатов и их роль в теории, нужно преж-
де всего понять что представляют собой эти постулаты сами по себе и только
потом ставить вопрос об их эпистемическом статусе.

Обычно предполагается по умолчанию, что евклидовы постулаты —
это высказывания, которые подлежат обычной двузначной истинностной
оценке. Есть два способа представить постулаты 1-3 в виде высказываний,
причем в обоих случаях приходится использовать парафразирование того
текста, который мы находим у Евклида. Мы проиллюстрируем эти два спо-
соба на примере первого постулата. Этот постулат можно представить в виде
модального высказывания, как это делает Мордухай-Болтовской:
(ПМ1) Две различные точки всегда возможно соединить отрезком прямой

Кроме того, этот же посталат можно сформулировать в виде экзистен-
циального высказывания, как это делает Гильберт:
(ПС1) Для каждых двух различных точек существует отрезок прямой, их
соединяющий.

Перевод постулатов в форму высказываний позволяет представить
геометрическую теорию Евклида как аксиоматическую теорию в современ-
ном смысле слова и рассматривать геометрические построения Евклида как
элементы доказательств [55]. Так Хинтикка и Ремес утверждают, что

“Использование дополнительных построений не требует выхода за
пределы аксиоматической структуры геометрии. Дополнительные
построения по сути представляют собой применения современных
правил инстанциации.” [56, p. 270]

Правила инстанциации применяются в этом контексте следующим об-
разом. Сначала с помощью правила универсальной инстанциации на этапе
экспозиции и спецификации получаются высказывания типа Hyp, в которых
фигурируют конкретные геометрические объекты. Далее на этапе постро-
ения используются постулаты 1-3 в форме условных экзистенциальных вы-
сказываний, которые утверждают, что существование одних объектов (напри-
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мер, двух различных точек A,B) влечет существование других (например,
отрезка AB). Таким образом доказывается существование требуемых объек-
тов. Далее применяется еще одно правило подстановки, а именно подстановка
константы вместо переменной под квантором существования:

∀xP (x)

P (a)
(2)

и тем самым явно “строятся” нужные объекты. Таким образом геометриче-
ские построения полностью интерпретируются в терминах логического выво-
да. Как подчеркивают Хинтикка и Ремес, главная особенность евклидовых
построений в этой трактовке состоит в том, то в построениях вводятся “но-
вые” объекты: эти объекты являются новыми в том смысле, что их невоз-
можно получить с помощью универсальной инстанциации условий теоремы.
Таким образом этот логический анализ по крайне мере частично отражает
“синтетический” характер геометрии, о котором говорит Кант.

Такие пропозициональные трактовки евклидовых постулатов, в рам-
ках которых постулаты принимаются за высказывания, представляют инте-
рес постольку, поскольку они позволяют анализировать рассуждения Евкли-
да в терминах современной логики. Однако перефразирование постулатов, к
которому при этом приходится прибегать, вовсе не является безобидным с
логической точки зрения. Чтобы это увидеть, нам нужно принять во внима-
ние не эпистемическое отношение выражаемое термином “постулат” а то, что
именно постулирует Евклид. Буквально Евклид постулирует в постулатах 1-3
следующее:

P1: провести прямую линию от всякой точки до всякой точки
P2: непрерывно продолжить по прямой ограниченную прямую
P3: описать круг из всякого центра всяким раствором

Сами по себе выражения P1-3 не являются высказываниями (пропозициями).
Скорее, они описывают некоторые действия или операции. Превращение опе-
рации в высказывание - это с логической точки зрения очень существенный
шаг, а не чисто лингвистическая парафраза. Вместо того, чтобы совершать
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этот шаг, который ничем не мотивирован кроме желания приблизить рас-
суждение Евклида к современным общепринятым логическим стандартам,
мы будем считать постулаты 1-3 элементарными операциями, из которых,
как мы скоро увидим, могут быть составлены более сложные операции. Опе-
рации, о которых идет речь, следующие:

(OP1): проведение отрезка прямой между двумя точками
(OP2): продолжение отрезка прямой неограниченно в любую из сто-
рон
(OP3): построение окружности данного радиуса (заданного отрез-
ком) и с данным центром (подразумевается, что это один из концов
отрезка-радиуса)

Ни одна из операций OP1-3 не позволяет строить геометрические объекты
из ничего: каждая эта операция требует для своего выполнения заранее дан-
ные объекты операнды, которые указаны в нижеприведенной таблице. Это
подтверждает гипотезу о том, что евклидовы постулаты 1-3 являются опера-
циями в обычном смысле слова:

операция операнды результат

OP1 две (различные) точки отрезок

OP2 отрезок (продолженный) отрезок

OP3 отрезок и один из его концов круг

Из P1 нельзя вывести существование хотя бы одной точки или прямой
в универсуме геометрии Евклида. Если нет точек, то в теории Евклида нельзя
ничего построить. Интерпретация евклидовых постулатов в форме экзистен-
циальных высказываний в отличие от нашей предлагаемой интерпретации не
отражает это важное свойство теории Евклида 4.

Хинтикка и Ремес называют геометрические построения у Евклида
“вспомогательными” как это обычно делается в современной школе. Вряд ли

4Напомним, что у Евклида нет понятия о бесконечной прямой или бесконечной полупрямой (луче):

результат операции ОР2 это всегда конечный отрезок. Тот факт, что результат этой операции не явля-

ется вполне определенным соотвествующим операндом, конечно, делает эту операцию нестандартной с

современной точки зрения.
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это адекватно описывает ту роль, которую геометрические построения игра-
ют в “Началах”. Необходимо принять во внимание, что предложения “Начал”
делятся на два больших класса: теоремы и проблемы (ср. цитату из Прок-
ла выше). В “Началах” Евклида проблемы играют (по крайней мере) такую
же важную роль, как и теоремы: в частности, “Начала” начинаются и закан-
чиваются именно проблемами. Как мы уже знаем из цитаты Прокла, про-
блемы имеют ту же формальную структуру, что и теоремы. Однако когда
построение является частью проблемы, а не теоремы, его нельзя называть
вспомогательным в каком бы то ни было смысле. Скорее вспомогательным в
этом контексте можно назвать доказательство. Кроме того, как мы сейчас
увидим, термин “предложение” (который, напомним, отсутствует у Евклида),
оказывается неадекватным - по крайней мере, если под предложением пони-
мать в этом случае некоторое высказывание (пропозицию). Мы разберем все
эти особенности на популярном примере предложения (проблемы) 1.1; согла-
шения по поводу условных обозначений в этом случае остаются теми же, что
в приведенном выше примере теоремы 1.5.

<предложение:>

На данной ограниченной прямой построить равносторонний тре-
угольник.

<экспозиция (экспозиция):>

Пусть данная ограниченная прямая будет AB.

<спецификация:>

Требуется вот на прямой AB построить равносторонний треуголь-
ник.

<построение:>

Из центра A раствором AB опишем круг BCD, и далее из центра
B раствором BA опишем круг ACE, и из точки C, в которой кру-
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Рис. 2: Проблема 1.1 “Начал” Евклида

ги пересекают друг друга, проведем к точкам A и B соединяющие
прямые CA, CB.

<доказательство:>

И поскольку точка A есть центр круга CDB, то AC равна AB,
далее поскольку точка B - центр круга CAE, то BC равна BA. Но
уже было показано, что и CA равна AB; значит каждая из CA,
CB равна AB; но равные одному и тому же равны и между собой;
значит и CA равна CB. Значит три прямые CA, AB, BC равны
между собой.

<заключение:>

Значит треугольник ABC равносторонний и построен на данной
ограниченной прямой AB, что и требовалось сделать.

На этом примере можно увидеть, что предложения проблем имеют
ту же грамматическую форму, что и форма постулатов 1-3: это глагольные
обороты с глаголом в неопределенной форме (инфинитивные обороты). Мы
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интерпретируем эти обороты так жи как постулаты 1-3, а именно как аб-
страктные описания определенных геометрических операций. Очевидная раз-
ница между предложениями проблем и постулатами 1-3 состоит в том, что
в этих постулатах вводятся элементарные операции (использование циркуля
и линейки), а в проблемах описываются более сложные операции, которые
представляют собой композицию элементарных. Такой анализ данной слож-
ной геометрической операции в терминах элементарных операций составля-
ет содержание построения всякой проблемы. Выполнение (вообще говоря)
сложной геометрической операции с помощью композиции элементарных мы
также будем называть геометрической продукцией - по аналогии с понятием
логической дедукции, которая представляет собой (вообще говоря) сложный
логический вывод полученный с помощью композиции элементарных шагов.
В принципе можно было бы не вводить этот новый термин, а воспользо-
ваться традиционным термином “геометрическое построение”, но термин “по-
строение”, как и термин “логический вывод”, обладает тем недостатком, что
указывает одновременно и на операцию, и на ее результат.

Разберемся с геометрической продукцией более подробно. Чтобы осу-
ществить элементарные операции OP1-3 и получить какой-то результат, нуж-
но, как и в случае сложных операций, предъявить конкретные операнды. У
Евклида такие операнды предъявляются посредством экспозиции и после-
дующей спецификации; в случае проблемы 1.1 таким операндом является
отрезок AB. Композиция операций OP1-3 осуществляется по обычным ал-
гебраическим правилам: результат одной операции используется в качестве
операнда для другой (или той же самой) операции. Проблема 1.1 содержит
лакуну, которая широко обсуждалась и продолжает обсуждаться в историко-
математической литературе: Евклид не дает нам никакого принципа, кото-
рый гарантирует что два круга, которые строятся в построении этой пробле-
мы, имеют точку пересечения, которая используется в дальнейшем построе-
нии. Обычно присутствие этой лакуны читают логической ошибкой. На наш
взгляд, эту ошибку нужно скорее считать в узком смысле слова геометриче-
ской, и исправлять ее не с помощью введения дополнительной аксиомы, а с
помощью дополнительного постулата, то есть дополнительной элементарной
операции.
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Как и постулаты 1-3, предложения проблем могут быть записаны в
виде модальных или экзистенциональных высказываний. Тогда предложение
1.1 перефразируется в высказывание
(1.1.M) На данном отрезке можно построить правильный треугольник.
или, соответственно
(1.1.E) Для всякого данного отрезка существует правильный треугольник,
для которого данный отрезок является основанием.

Как только предложения проблем переформулируются в высказыва-
ния, сами проблемы переформулируются в теоремы. При использовании эк-
зистенциальной переформулировки проблемы становятся теоремами суще-
ствования, утверждающими, что некоторые объекты с некоторыми указан-
ными свойствами (при определенных предположениях) существуют. Но это
вовсе не то, что действительно можно найти у Евклида. Заключения проблем
всегда завершаются словами “что и требовалось сделать”, а не “показать” и
не “доказать”. В “Началах” нет никаких указаний на то, что в математике
Евклида “делание” (геометрическая продукция) играет меньшую роль, чем
доказательство (логическая дедукция), или как-нибудь к ним сводится.

Согласно другой популярной интерпретации геометрические пробле-
мы Евклида представляют собой определенного рода задачи или вопросы. В
этом случае предложения проблем формулируются в виде модальных выска-
зываний с деонтической модальностью (модальностью долженствования):
(1.1.D) На данном отрезке требуется построить правильный треугольник .

Похожие формулировки широко используются в учебных упражнени-
ях по элементарной геометрии. Но какие можно найти основания для того,
чтобы интерпретировать проблемы у Евклида в качестве такого рода задач на
построение циркулем и линейкой? Предложения проблем, равно как и пред-
ложения теорем в тексте Евклида не содержат никакой модальности. Оборот
с деонтическим значением Евклид систематически использует только в экспо-
зиции данной проблемы (“Требуется вот на прямой AB построить равносто-
ронний треугольник”). Этого, на наш взгляд совершенно недостаточно, чтобы
делать заключение о деонтическом характере предложения, поскольку, как
уже было сказано, экспозиция переводит рассуждение в субъектную форму
обращенную к конкретному математику. Требование того, что каждое слож-
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ное построение должно быть выполнено с помощью постулатов (возможно,
посредством ранее совершенных построений), носит эпистемический харак-
тер и аналогично требованию того, что всякая теорема должна быть доказана
(возможно, с использованием ранее доказанных теорем). Хотя спецификации
теорем у Евклида начинаются словами “я утверждаю, что”, а спецификации
проблем начинаются словами “требуется построить”, этот контраст, на наш
взгляд, не является критическим. Выражение “я утверждаю, что” в этом кон-
тексте взимозаменимо с выражением “требуется показать, что”, которое со-
ответствует заключительной форме теоремы “что и требовалось показать”.
Выражение “требуется построить” таким же образом отвечает заключитель-
ной формуле проблемы “что и требовалось сделать”. Эпистемическое требова-
ние, согласно которому каждая теорема должна быть доказана (или, точнее,
“показана”), не требует того, чтобы предложение теоремы включала в себя
деонтическую модальность; аналогичным образом эпистемическое требова-
ние, согласно которому каждая проблема должна быть решена или “сдела-
на”, не требует того, чтобы предложение (то есть, формулировка) проблемы
включала в себя деонитическую или какую-либо иную модальность.

Аналогия между аксиомами и теоремами, с одной стороны, и постула-
тами и проблемами с другой стороны, может навести на мысль, что геометрия
Евклида распадается на две независимые части, одна из которых построена
с помощью протологической дедукции, а другая с помощью геометрической
продукции. Но на самом деле проблемы и теоремами в теории Евклида оказы-
ваются тесно связанными. Характер этой связи вден на примерах проблемы
1.1 и теоремы 1.5. Теоремы включают построения (называемые в этом кон-
тексте “вспомогательными”), которые могут опираться на ранее выполненные
проблемы. В частности, построение теоремы 1.5 опирается на ранее выпол-
ненную проблему 1.3. В свою очередь проблемы содержат доказательства,
в которых обосновывается соответствие выполненного построения предло-
жению данной проблемы, и которые могут использовать ранее доказанные
теоремы. Рассмотрим теперь механизм этой связи между логикой и геомет-
рией в теории Евклида более подробно.

Вернемся к посылке Con3 (AF = AG), которая получается “по по-
строению” и затем используется в доказательстве теоремы 1.5. Отрезки
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AF и AG равны, потому что Евклид или кто-либо другой, следуя указаниям
Евклида, строит эту пару отрезков именно таким образом. Как узнать, что
эти указания приводят к нужному нам результату? Для этого нужно обра-
титься к доказательству, которое сопровождает построение в проблеме 1.3
(построение пары равных отрезков). Но построение 1.3, в свою очередь, опи-
рается на построение 1.2, а построение 1.2 - на построение 1.1, которое мы
разбирали выше. Таким образом построение 1.3 получается с помощью гео-
метрической продукции из 1.1 посредством 1.2., а соответствующий протоло-
гический вывод из аксиом получается совмещением доказательств 1.1., 1.2,
1.3 в единую цепь. Заметим, что эта цепочка построений для 1.5 включает
в себя многократное построение курга с помощью постулата 3 (в построени-
ях 1.1, 1.2 и 1.3). Радиусы круга равны по определению (определение 1.15).
То есть, построение круга и двух его радиусов R1 и R2 сразу дает элемен-
тарную не требующую доказательства посылку R1 = R2. Имея множество
такого рода посылок и используя аксиомы 1-3 как правила протологическо-
го вывода (а не как посылки!), Евклид получает требуемую посылку Con3.
Однако этот протологический вывод не может быть сделан без соответству-
ющих геометрических построений, поскольку только с помощью построений
можно получить исходные посылки вроде R1 = R2.

Современная аксиоматическая теория геометрии, в которой построе-
ния интерпретируются как доказательства существования, использует вме-
сто этого единственный набор правил логического вывода, то есть правил
оперирования с высказываниями любых типов включая экзистенциальные
высказывания. Тот факт, что постулаты 1-3 могут быть легко и естественно
переформулированы в виде экзистенциальных высказываний, вовсе не озна-
чает что теория Евклида в целом допускает такую же простую перефор-
мулировку, которая сохраняет ее аксиоматическую структуру. О том, что
такого рода переформулировка на самом деле требует полной перестройки
теории Евклида можно судить как по прошлым попытками такого рода ре-
конструкции (включая цитированную выше работу Хинтикки и Ремеса), так
и по попыткам построить новую теорию элементарной геометрии независимо
от Евклида, включая работу Гильберта [1], к обсуждению которой мы теперь
переходим.
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1.2 Гильберт: на пути к формализации

1.2.1 Мысленные вещи и мысленные отношения

“Основания” Гильберта начинаются следующими словами:

“Мы мыслим три различные системы вещей: вещи первой системы
мы называем точками и обозначаем A, B, C,. . . ; вещи второй си-
стемы мы называем прямыми и обозначаем a, b, c,..; вещи третьей
системы мы называем плоскостями и обозначаем α, β, γ . [. . . ] Мы
мыслим точки, прямые и плоскости в определҷнных соотношениях и
обозначаем эти соотношения различными словами, как-то: “лежать”,
“между”, “конгруентный”, “параллельный”, “непрерывный”. Точное и
для математических целей полное описание этих соотношений до-
стигается аксиомами геометрии. Эти аксиомы [. . . ] выражают свя-
занные друг с другом фундаментальные факты нашей [простран-
ственной] интуиции (Anschaung) ” ([2, стр. 56], перевод исправлен).

Цель оснований геометрии это построение геометрической теории “с
чистого листа”. Это значит, что в этом случае “основные факты нашей (про-
странственной) интуиции” не могут просто подразумеваться как в приклад-
ной геометрии, а должны быть явно описаны и постулированы. Предлагае-
мый Гильбертом способ их описания заключается в том, что сперва вводят-
ся примитивные объекты нескольких типов, про которые заранее ничего не
известно, затем вводятся примитивные отношения между этими объектами
и, наконец, приводится список аксиом, которые представляют собой выска-
зывания о примитивных объектах и примитивных отношениях. Всякое вы-
сказывание следующее из принятых аксиом теории считается теоремой этой
теории; ниже мы увидим, что понятие следствия в данном случае допускает
по крайней мере два различных толкования.

Аксиоматический метод Гильберта предполагает, что примитивные
объекты (точка, прямая, плоскость) и примитивные отношения (например,
отношение “лежать между” для точек) не обязательно являются являются
вещами тех типов, на которые указывают обычные лингвистические значе-
ния соответствующих терминов (“точка”, “прямая”, “лежать между” и т.д.).
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Предполагается, что эти термины используются в качестве имен, которые не
имеют никакого заранее фиксированного смысла или значения. Таким об-
разом, только что процитированный начальный фрагмент теории Гильберта
(который не включает в себя аксиомы) не содержит никакой другой реле-
вантной информации, кроме того, что теория включает три типа объектов
и некоторые отношения между ними. Предполагается, что вся релевантная
информация необходимая для построения теории содержится в последующих
аксиомах.

Рассмотрим для примера первую аксиому Гильберта.

(А1.0) Две различные точки и всегда определяют прямую .

Отношение между точками и прямой, описанное в данной аксиоме,
можно выразить по-разному. Гильберт выражает его посредством бинарного
отношения инцидентности прямой и точки; это отношение можно описать
обычными словами говоря, что данная точка лежит на данной прямой, или,
что данная прямая проходит через эту точку. Однако нужно иметь в виду,
что только что данное описание отношения инцидентности опирается на гео-
метрическую интуицию и является содержательным, тогда как в “официаль-
ной” формулировке гильбертовской аксиомы как термины этого отношения
(точки и прямые), так и само это отношение используются как имена некото-
рых индивидов и некоторого отношения, о которых не известно ничего кроме
того, что в явном виде выражено в данной формальной аксиоме. Имея это в
виду, мы можем перефразировать (А1.0) в следующем виде:
(А1.1) Для любых двух различных примитивных объектов , основного типа
(точек) существует единственный простейший объект другого основного ти-
па L (прямая), такая, что каждый из объектов , находится с в примитивном
отношении R (отношении инцидентности).

Аксиома (А1.1) выглядит не очень содержательно, однако она выража-
ет первую аксиому Гильберта более точно, чем (А1.0). Идея аксиоматического
метода Гильберта состоит в том, что набор формальных высказываний вро-
де (А1.1), оснащенный соответствующей схемой логического вывода, может
полностью описать (в смысле, который мы постараемся уяснить позже) “на-
стоящую сущность” евклидовой (или какой-либо еще) геометрии. Предпола-
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гается, что данный метод построения теории может быть применен в разных
областях теоретического знания, равно внутри и вовне чистой математики; в
любом случае аксиомы всегда будут формальными высказываниями исклю-
чительно об абстрактных объектах и абстрактных отношениях.

Представим себе, что неискушенный читатель, посмотрев на (А1.1),
выражает недоумение спрашивает, какое отношение имеет это высказывание
к геометрии Евклида. Эту связь можно объяснить посредством обратного
перехода от (А1.1) к (А1.0), и наивного истолкования (А1.0) как высказы-
вания о точках и прямых в обычном смысле. Такое наивное истолкование
(А1.0) потребует обращения к тому, что Гильберт называет “фундаменталь-
ным фактом нашей интуиции”. Однако этот интуитивный факт в данном
контексте рассматривается не как основание, а только как мотивировка для
принятия данной аксиомы. Впрочем, как мы вскоре увидим, в более позднем
варианте своего аксиоматического метода 1927-го года [57] Гильберт признает
фундаментальную роль интуиции особого рода в своем методе.

Что имеет в виду Гильберт, когда называет (А1.1) и другие подобные
формальные высказывания аксиомами? В своем письме Фреге он говорит по
этому поводу следующее:

“Как только я установил аксиому, она существует и истинна. Ес-
ли произвольный набор аксиом и их всевозможных следствий не
порождает противоречия, значит, они все истинны и вещи, опре-
деляемые этими аксиомами, существуют. Нанашвзгляд, это и есть
критерий истинности и существования.” ([58, p. 12])

По этому поводу уместны следующие комментарии
(1) Гильберт не считает аксиомы самоочевидными истинами. В вышеприве-
денной цитате Гильберт описывает аксиомы как чистые постановления, “ис-
тинные” благодаря тому, что кто-то их сформулировал, высказал и предло-
жил считать истинными. Единственное правило введения аксиом, которым
ограничивает себя Гильберт - это взаимная непротиворечивость множества
аксиом данной теории (включая непротиворечивость каждой аксиомы по от-
дельности). Можно вслед за Фреге [58] заметить, что никакой набор истинных
высказываний в принципе не может породить противоречия. Но это замеча-
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ние на самом деле нерелевантно, поскольку у Гильберта понятие истинности
имеет необычный смысл. Если “быть истинным” означает “быть постановлен-
ным” (или “быть допущенным”), следует разбираться с допустимостью тех
или иных постановлений. В этом случае условие непротиворечивости данного
набора высказываний должно быть проверено до того, как эти высказывания
предложены в качестве аксиом, и значит, в качестве истинных математиче-
ских утверждений. Для этого требуется строгое формальное понятие непро-
тиворечивости; во время переписки Гильберта и Фреге это понятие еще не
было сформулировано в логике в таком виде и апеллировало к смутным язы-
ковым аналогиям. Ниже мы увидим, каким образом Гильберт впоследствии
решает эту проблему.
(2) Обратим еще раз внимание на использование в гильбертовских аксиомах
и теоремах терминов с переменным значением. Такие выражения становится
высказываниями в точном логическом смысле слова только после подстанов-
ки на место этих переменных тех или иных конкретных значений. Только
такая подстановка может превратить формальное выражение вроде (А1.1)
в истинное высказывание. Именно в этой связи Гильберт говорит в приве-
денной выше цитате, что его аксиомы определяют какие-то “вещи”, которые
следует считать существующими (если данный набор аксиом не содержит
противоречия). Что это за вещи, и как аксиомы могут их определять и гаран-
тировать их существование? Мы постараемся ответить здесь на эти вопросы
по очереди.

Вопрос о природе “вещей”, о которых здесь говорит Гильберт, допус-
кает по крайней мере три разных ответа. Во-первых, можно допустить, что
указания на абстрактные объекты в выражениях вроде (А1.1) представляют-
ся в сознании математика в виде того, что Гильберт называет “мысленными
вещами” (или “мыслевещами”, Gedankendinge), которые находятся в соответ-
ствующих “мысленных отношениях”. Эти мысленные вещи и мысленные от-
ношения существуют постольку, поскольку некто о них непротиворечивым
образом мыслит. Способность к такого рода представлениям можно вслед за
Кантом назвать интуицией - в смысле кантовской “Доктрины о методе”, но не
“Трансцендентальной эстетики”. Интуиция в этом специальном смысле - это
способность мыслить объекты и их отношения конкретно, не приписывая им
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при этом никаких дополнительных свойств. Релевантность этого уточненного
понятия интуиции аксиоматическому методу Гильберта вполне правомерно,
нанашвзгляд, подчеркивает Хинтикка [59].

Второй ответ на то же вопрос касается чувственной интуиции, то есть
интуиции в смысле “Трансцендентальной эстетики” Канта. Вспомним, что в
“Основаниях” 1899-го года Гильберт пишет, что аксиомы геометрии “выра-
жают [. . . ] фундаментальные факты нашей [пространственной] интуиции ”.
Хотя Гильберт и не пользуется этими фактами для обоснования своих аксиом
(и, в частности, не считает, что его аксиомы истинны благодаря этим фак-
там), он тем не менее указывает на связь между геометрическими аксиомами
и интуицией.

В заметке 1894-го года Гильберт развивает эту мысль так:

“Среди множества фактов нашего опыта, которые становятся нам
очевидными при наблюдениях за природой можно выделить особый
тип фактов, который касается о внешней формы вещей. Эти фак-
ты являются предметом и содержанием геометрии. Геометрия уже
настолько развита в своих основаниях, что каждый ее факт может
быть логически выведен из уже установленных. Совсем по-другому
обстоят дела с теорией электричества или оптикой, в которых до
сих пор открываются новые факты. Тем не менее, по своему проис-
хождению геометрия - это естественная наука. [..]
Остальные науки - в первую очередь механика, а затем оптика, тео-
рия электричества и т.д. - должны быть построены по модели гео-
метрии.” (цит. по [60, p. 45])

То, что Гильберт здесь пишет о природе геометрии, по всей видимости
противоречит его более позднему описанию аксиоматической геометрии как
порождению чистого разума, изложенному в цитированном выше письме к
Фреге. Не исключено, что Гильберт находился в это время в поиске своего
взгляда на этот предмет и поэтому мог сам себе противоречить. Тем не ме-
нее мне представляется полезным попытаться совместить оба этих взгляда.
Геометрическая теория как часть чистой математики это порождение чисто-
го разума; происхождение ее аксиом для математики несущественно, имеет
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значение только отсутствие противоречий между аксиомами. В качестве есте-
ственной науки, то есть науки о физическом пространстве, геометрия выра-
жает некие наблюдения относительно пространства в форме аксиом и логи-
чески выводит из этих аксиом следствия (теоремы), которые могут и должны
быть проверены с помощью физических наблюдений. Эти две геометрические
теории вполне совместимы: “естественная” геометрия занимается поиском ак-
сиом и эмпирической проверке теорем, а математическая геометрия занима-
ется логическим выводом теорем и проверкой непротиворечивости теории.
По этой модели может быть построена любая другая естественно-научная
дисциплина, в которой используется математика.

Таким образом, можно понимать геометрию в широком смысле, вклю-
чая в рамки этой обобщенной дисциплины как чисто математическую акси-
оматическую теорию, так и физическую теорию пространства. Подчеркнем,
что такое понимание предмета геометрии отличается от традиционной идеи
о том, что геометрия изучает свойства физического пространства представ-
ленные в идеализированной форме. Геометрические объекты в обобщенной
геометрии - это либо чисто умозрительные “мысленные вещи”, либо чувствен-
но воспринимаемые физические тела; эпистемологическая схема, которую мы
только что построили исходя из указаний Гильберта, не подразумевает ника-
кой промежуточной “идеальной” формы между аксиоматическим логическим
выводом и чувственным восприятием. Мы увидим, что в более поздних ра-
ботах Гильберт уже вводит подобные идеальные объекты.

Третий ответ на вопрос о вещах и отношениях, о которых идет речь в
(А1.0) и других геометрических аксиомах у Гильберта указывает на возмож-
ность толкования (интерпретации) аксиом данной формальной аксиомати-
ческой теории в терминах некоторой другой неформальной математической
теории. Например, с помощью базового аппарата аналитической геометрии
(А1.0) и другие аксиомы и теоремы гильбертовой геометрии можно превра-
тить в истинные высказывания о действительных числах. Хотя современная
теория моделей была развита позже на основе работ Тарского, арифмети-
ческие интерпретации формальной аксиоматической теории евклидовой гео-
метрии и ее фрагментов Гильберт широко использует уже в “Основаниях”
1899-го года. В терминах современной теории моделей интерпретация M , пе-
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реводящая все аксиомы данной аксиоматической теории A в истинные вы-
сказывания некоторой теории T , называется моделью теории A в теории T ;
говорят также, что аксиомы теории A истинны в модели M . Допустим, что
мы знаем заранее, какие высказывания теории T истинны, а какие нет. Это
позволяет обратить ход рассуждений об A. Если все аксиомы A истинны в
модели M , и если теория T непротиворечива, то теория A также непротиво-
речива.

С чисто математической точки зрения именно этот последний способ
использования формальных аксиом в стиле Гильберта оказывается наиболее
плодотворным. Используя этот подход, Гильберт в “Основаниях” 1899 г. до-
казывает независимость евклидова постулата 5 (“аксиомы параллельных”) от
других принципов евклидовой геометрии и получает другие важные резуль-
таты. Подчеркнем, что интерпретация аксиоматической теории по Гильберту
в понятиях другой математической теории и непосредственная интерпрета-
ция этой теории, апеллирующая к интуиции - это две совершенно разные
операции, хотя и ту, и другую принято называть одним и тем же словом “ин-
терпретация”. Идея состоит в том, что формальную аксиоматическую теорию
евклидовой геометрии в стиле Гильберта можно понимать или “как обычно”,
придавая словам “прямая”, “точка”, “между” и т.д. их традиционные интуи-
тивные значения, соответствующими чувственной интуиции, или же каки-то
нестандартным образом, используя арифметические или какие-то иные ма-
тематические модели. Вопрос о том, насколько эту идею, которая включает
в себя комбинацию совершенно разных понятий под одним и тем же име-
нем “понимания” или “интерпретации”, можно считать когерентной, на наш
взгляд, следует считать открытым.
(3) Наконец, обсудим точку зрения Гильберта, согласно которой аксиомы дан-
ной математической теории “определяют” объекты этой теории. Поскольку
формальная теория ссылается только на “голые” объекты и отношения, и
поскольку, согласно Гильберту, непротиворечивость аксиом теории влечет за
собой существование “системы вещей” S удовлетворяющей этим аксиомам, ,
то можно считать что эти аксиомы “определяют” систему S. Возникает во-
прос, определяют ли данные аксиомы такую систему S единственным обра-
зом. Вот что говорит об этом Гильберт в уже цитированном выше письме к
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Фреге:

“Вы утверждаете, что понятия точки, прямой и т.д. не определены
у меня однозначно. Но ведь очевидно, что всякая теория - это толь-
ко скелет или схема понятий и отношений между ними, а базовые
элементы можно выбирать по собственному желанию. Если я буду
думать о моих точках как о произвольной системе вещей, напри-
мер, как о системе любви или системе законов или системе щеток
для прочистки труб [..], и буду понимать мои аксиомы как отноше-
ния между этими вещами, тогда мои теоремы, например, теорема
Пифагора, будет выполняться также и для этих вещей. Иными сло-
вами, любая теория может прилагаться к бесконечному числу си-
стем базовых элементов, которые можно отображать друг в друга
взаимно-однозначно.” (цит. по [58, p.13]).

В этой цитате высказаны две важные мысли. Во-первых, Гильберт опять под-
черкивает, что базовые геометрические термины его теории не имеют никако-
го собственного значения: каждая “система вещей” (т.е. модель), удовлетво-
ряющая аксиомам теории Гильберта, является Евклидовым пространством.
Это уже обсуждалось, и мы не будем на этом моменте вновь останавливать-
ся. Далее, Гильберт делает другое важное замечание: если M и M ′ - модели
одной и той же теории, то каждому элементу модели M можно поставить в
соответствие некоторый элемент моделиM ′, и наоборот, так что любые отно-
шения между любыми образами элементов моделиM в моделиM ′ удовлетво-
ряют аксиомам и теоремам теории тогда и только тогда, когда их прообразы
удовлетворяют аксиомам теории, и наоборот. Такое отображение называет-
ся в современной математике изоморфным. В приведенном выше отрывке
Гильберт по всей видимости утверждает, что всякая непротиворечивая фор-
мальная теория определяет свои модели с точностью до изоморфизма, то
есть, что все модели такой теории изоморфны. Сегодня мы знаем, что это
утверждение неверно; теории обладающие указанным свойством называют-
ся в теории моделей категоричным (это понятие категоричности в теории
моделей никак не связана с теорией категорий!). Большинство употребитель-
ных современных формальных аксиоматических теорий включая стандарт-
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ную теорию множеств ZF и аксиоматическую и арифметическую теорию PA
этим свойством не обладают. В своей лекции “О понятии числа”, прочитанной
в 1899 (то есть в год первого издания “Оснований”) и опубликованной в 1900
году [61] Гильберт уже осознает проблему категоричности (говоря современ-
ными словами) и вводит для ее решения специальную дополнительную “акси-
ому полноты”, согласно которой всякая модель данной теории должна быть
максимальной: всякая модель данной теории, в которую добавлены дополни-
тельные элементы, перестает быть моделью. Затем он доказывает, что среди
всех моделей данной теории без аксиомы полноты существует только одна
(с точностью до изоморфизма), удовлетворяющая также свойству полноты
[62, р. 160]. Аксиому полноты Гильберт также включает во второе издание
“Оснований геометрии” 1903-го года [63].

Изоморфные модели могут считаться “равными” в том смысле, что они
представляют одну и ту же структуру, инвариантную относительно преобра-
зований между моделями. Это ведет к философскому взгляду на математику,
известному как математический структурализм, который мы обсудим ни-
же (2.2.2, 3.2.5).

Теорию Гильберта 1899 года сегодня можно назвать в лучшем случае
полуформальной, поскольку она изложена большей частью на естественном
немецком языке с использованием математических символов, как и любой
школьный учебник геометрии. Популярные примеры формальных теорий в
современном смысле - это аксиоматическая теория множеств ZF и аксиома-
тическая теория арифметики PA. От теории “Оснований” 1899 года ZF и PA
отличаются прежде всего тем, что они сформулированы на символическом
языке, который имеет строгий синтаксис и собственную семантику, которая
позволяет нам считать этот язык логическим исчислением.

1.2.2 Логицизм и объективность

Вернемся к аксиоме (A1.0)

(А1.0) Две различные точки и всегда определяют прямую .

и вспомним, что слова “точка” и “прямая” в этой фразе не имеют своего обыч-
ного смысла. Обратим теперь внимание на оставшиеся слова, которые исполь-
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зуются здесь в своем обычном смысле. Если бы слов этой второй категории
в (A1.0) совсем не было, эта аксиома представляла бы собой просто бессмыс-
ленный набор символов. Поэтому роль слов второй категории и связанных с
ними понятий в этой и других геометрических аксиомах Гильберта является
существенной. Как уже было сказано, слова первой категории указывают на
примитивные геометрические объекты. Рассмотрим теперь вопрос о том, на
что именно в данной теории указывают слова второй категории.

Для этой цели мы будем использовать еще одну переформулировку
этой аксиомы:

(А1.2) Для любых точек , таких что A и B не тождественны, суще-
ствует единственная прямая L, которая проходит через точки A и
B.

и еще одну переформулировку, в которой уточняется понятие единственно-
сти:

(А1.3) Для любых точек , верно что A и B не тождественны, суще-
ствует прямая L, такая что L проходит через точки A и B, и если
прямая L проходит через точки A и B и прямая L′ проходит через
точки A и B, то прямая L тождественна прямой L′.

Если теперь оставить в стороне геометрические термины и выражения “точ-
ка”, “прямая” и “проходит через” о которых уже было достаточно сказано в
предыдущем разделе, то мы получаем следующий список слов и выражений
(с точностью до изменения падежных и числовых грамматических форм):
“для любых . . . верно что” ,“не”, “тождественный”, “существует . . . такая что”,
“и”, “если . . . то”.

Последняя переформулировка позволяет увидеть, что помимо геомет-
рических терминов, которые в данном случае не используются в своем при-
вычном смысле, в геометрических аксиомах Гильберта используется исклю-
чительно логический словарь и соответствующие этому словарю логические
понятия. Но как провести различие между логическими и нелогическими
терминами и понятиями более точно и более формально?
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В литературе можно найти два разных подхода к определению поня-
тия логического. Первый подход развивает идею о том, что логика лишена
всякого содержания и что логические символы и термины функционируют
аналогично знакам пунктуации. Второй подход, который принято называть
семантическим, развивает идею о том, что логические формы инвариантны
по отношению к заменам одних содержаний на другие [64]. Этот последний
подход восходит к предложению Тарского отождествить логические понятия
с инвариантами всех перестановок элементов некоторого множества. С аксио-
матическим методом Гильберта лучше согласуется второй подход, поскольку
он позволяет рассматривать постоянство значений логических терминов и
переменность значений нелогических терминов в качестве формального кри-
терия для различения между терминами этих двух типов. Идея Тарского
опирается на Эрлангенскую программу Клейна в основаниях геометрии 19-
го века.

С точки зрения Гильберта, логика — это фундаментальное основание
всех теорий. Как правильно подчеркивает Хинтикка, для Гильберта

“Основная, проясненная форма математического рассуждения — это
чисто логическая аксиоматическая система.” [59, p.20]

Такое понимание места и роли логики в математике нужно отличать о
точки зрения Рассела, согласно которому математика это и есть логика или,
по крайней мере, сводится к логике [65]. В этой работе мы используем выра-
жение “математический логицизм” в более широком смысле, чем это обычно
делается, имея при этом в виду тезис о более фундаментальном характере ло-
гических принципов по сравнению с нелогическими математическими прин-
ципами (включая геометрические принципы). В этом расширенном смысле
Гильберта можно назвать логицистом также как и Рассела.

В начале 1900-х Гильберт был далеко не единственным мыслителем,
который считал логику последним основанием математики. Однако у этого
взгляда в то время были и противники. Среди выдающихся критиков логи-
цизма в основаниях математики были Анри Пуанкаре [66] и Лейтзен Брауэр.
Вот что Брауэр говорит об отношениях математики и логики в 1907-м году:
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“Что касается математического рассуждения, то как мы покажем в
начале этой главы — это не логическое рассуждение. Математиче-
ское рассуждение использует логические связки только из-за недо-
статочности языка и сохраняет языковое обрамление даже после то-
го, как человеческий разум уже давно превзошел чисто логический
аргумент.

Так, мы думаем, что было бы странно не мыслить логически, только
из-за инерции мышления, и потому что слова, относящиеся к логи-
ке, все еще употребляются в естественных языках. Точное исполь-
зование этих слов едва ли встречается, в неточном же смысле они
широко используются в бытовой речи, и это ведет к множеству слу-
чаев непонимания и догматизма. [. . . ]. Эти ложные понятия возни-
кают не из-за недостаточности математического озарения, а только
из-за того, что язык математики был недостаточен, и ей пришлось
перенять язык логики, хотя образ мышления в математике совсем
другой, чем в логике.” (цит. по [67, pp. 128-129])

Спор между Гильбертом и Брауэром в значительной мере определил
основные направления развития философии математики в 20-м веке. Дилем-
ма формализма и интуиционизма (этим последним термином Брауэр обозна-
чает свою собственную позицию) была впервые заявлена именно Брауэром в
1912-м году [68]. Интуиционизм Брауэра опирается на философию математи-
ки Канта и имеет общую философскую часть, которую мы не будем подроб-
но анализировать в рамках данной работы. Здесь и далее мы сосредоточим
наше внимание только на разных подходах Гильберта и Брауэра к вопросу
о взаимоотношениях логики и математики. Нужно иметь в виду, что этот
философский спор включает в себя вопрос об установлении границы между
логикой математики (если такая граница вообще признается); как мы уже
указывали, этот последний вопрос до сих пор не имеет очевидного ответа.
Несмотря не это обстоятельство, различие во взглядах Гильберта и Брауэ-
ра на роль логики в математике является очевидным, и оно имеет важные
следствия, некоторые из которых мы обсудим ниже.

В наши дни исследователи обычно обсуждают математический интуи-
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ционизм через призму предложенной учеником Брауэра Арендом Гейтингом
формализации интуиционистской логики [69]. Обычно считается, что работа
Гейтинга позволила вычленить из философии Брауэра, которую сам Брауэр
называл “мистицизмом”, рациональное логическое ядро, которое стало од-
ним из оснований конструктивного направления в логике 20-го века, тогда
как другие аспекты философии математики Брауэра не имеют значения для
современной логики и математики. Мы не отрицаем важного значения ра-
бот Гейтинга и того факта, что некоторые аспекты философии математики
Брауэра действительно являются нерелевантными. Однако, с нашей же точ-
ки зрения, некоторые аспекты этой философии, которые не учитываются в
предложенной Гейтингом формализации интуиционистской логики, являют-
ся релевантными текущим исследованиям в логике и основаниях математики.
Это касается, в частности, взглядов Брауэра на роль логики в математике.
Простая замена классической логики на интуиционистскую в стандартной
логической архитектуре математических теорий и вообще в стандартных ос-
нованиях математики остается совместимой с той слабой формой логицизма,
которую Брауэр решительно отвергает. Мы не согласны с той популярной
точкой зрения, согласно которой логицизм в этом слабом смысле является
обязательной предпосылкой любой науки и любого рационального мышле-
ния. Вместо того, чтобы оспаривать эту точку зрения с помощью аргументов
общего эпистемологического характера, мы описываем ниже некоторые ло-
гические и математические теории, которые поддерживают альтернативные
взгляды на роль и место логики в математике и других науках.

Важный аргумент против математического логицизма Рассела выска-
зал в том же 1907 году Эрнст Кассирер [70], по всей видимости совершенно
независимо от Брауэра. Называя формальные методы Пеано и Рассела “ло-
гистикой”, Кассирер пишет:

“Здесь возникает проблема, которая лежит полностью вне области
“логистики”[. . . ]. Каждое эмпирическое суждение относится к своей
области и обязано учитывать границы опыта. Логистика же раз-
вивает систему гипотетических предположений, относительно кото-
рых мы не можем знать, допускают ли они опытную проверку или
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конкретное применение сейчас или в будущем. Согласно Расселу,
даже общее понятие величины не относится к области чистой ма-
тематики, а содержит эмпирический элемент, который может быть
охвачен лишь чувственным восприятием. С точки зрения логисти-
ки, задача мысли является выполненной тогда, когда ей удается
установить строгую дедуктивную связь между ее собственными по-
строениями и порождениями. Тем самым проблема законов, управ-
ляющих миром объектов, полностью отдается на откуп непосред-
ственным наблюдениям, которые должны нам показать, имеем ли
мы тут дело с определенными правилами или с полным хаосом. [Со-
гласно Расселу] логика и математика имеют дело только с порядком
абстрактных понятий и не касаются вопроса о порядке объектов.
При таком понятийном анализе эмпирические сущности оказыва-
ются за пределами рационального познания. Чем более дедукция
демонстрирует нам свою мощь в математике, тем менее мы оказыва-
емся в состоянии понять ее роль в теоретических естественных нау-
ках. [. . . ] Принцип, согласно которому наши понятия должны иметь
источник в интуиции, означает только то, что они должны проис-
ходить из математической физики и показывать себя действенными
в этой области. Логические и математические понятия не должны
быть инструментами для конструирования метафизических “мыс-
ленных миров”: их назначение состоит в том, чтобы применяться в
естественных науках.” [70, стp. 43-44]

Согласно Кассиреру, понятия объектности и объективности, необходи-
мые для современной математически нагруженной естественной науки, невоз-
можно обосновать с помощью формальных логических оснований математи-
ки, какой бы системой формальной логики мы при этом ни пользовались.
Идея о том, что понятие объекта в логике ничем не отличается от понятия
индивида, которая восходит к Фреге [71]], не только оставляет этот вопрос
открытым, но и маскирует его, отказываясь от полезного терминологическо-
го различия. Хотя Кассирер использует этот аргумент против сильной фор-
мы математического логицизма представленной позицией Рассела, он также
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может быть использован против более слабой формы математического логи-
цизма представленной позицией Гильберта. Действительно, система аксиом
в смысле Гильберта может быть также описана как “система гипотетиче-
ских предположений”, о которой говорит Кассирер, и сказанное Кассирером
о “строгой дедуктивной связи” (между аксиомами и теоремами) вполне точно
характеризует гильбертову идею формального математического доказатель-
ства. Проблема “законов, управляющих миром объектов” в аксиоматической
математике Гильберта остается полностью открытой как и у Рассела

Как и Рассел Кассирер считает, что к началу 20-го века “логика и ма-
тематика объединились в одно неразрывное целое” [70, стр. 4]. На этом осно-
вании Хейс называет точку зрения Кассирера изложенную в [70] вариантом
логицизма [72]. При этом Хейс правильно отмечает, что в отличие от Рас-
села Кассирер не считает формальную логику самодостаточным основанием
математики. Мы используем термин “логицизм” в данной работе в смысле,
который предполагает то, что Хейс называет “обосновательной претензией”.
С эпистемологической точки зрения именно этот момент представляется нам
наиболее существенным. Мораль состоит в том, что общие термины такие как
“логицизм” и любые подобные “измы” нужно использовать с осторожностью,
всякий раз подробно поясняя, что именно имеется в виду 5.

Можно возразить, что проект аксиоматизации математики Гильбер-
та в отличие от проекта Рассела [65] предполагает, что с каждой формаль-
ной математической теорией ассоциирован определенный класс моделей этой

5

“Логицизм Кассирера не имеет обосновательных претензий (foundationalist ambitions). Для

многих логицистов включая Рассела привлекательность логицизма состоит в том, что мате-

матика, надежность которой при другом подходе представляется сомнительной, наследует

привилегированный эпистемологический статус логики. Кассирер отвергает этот аргумент,

потому что он не считает, что логика является у каком-то смысле более надежной, чем ма-

тематика и естественные науки. Поскольку с его точки зрения любой способ построения

“формальной логики” должен опираться на анализ лучшей современной науки, любая по-

пытка обосновать науку с помощью логики является ошибочной. Таким образом, логицизм

Кассирера это “трансцендентальный” логицизм; с его точки зрения, математика — это часть

трансцендентальной логики, которая исследует априорные условия возможности математи-

зированного естествознания.” [72, p.128]
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теории, включающий подкласс состоящий из моделей, которые принято на-
зывать “желаемыми” (intended models), и что эти модели и их элементы мож-
но считать объектами данной теории. Однако, на наш взгляд, стандартное
понятие модели аксиоматической теории не решает проблему объектности
поставленную Кассирером. Хотя модели теории и отдельные элементы мо-
делей действительно можно считать математическими объектами, свойства
которых описывает данная теория, “законами управляющими миром объек-
тов” в случае аксиоматических теорий в стиле Гильберта могут быть только
логические законы, регламентирующие логические дедуктивные процедуры с
участием высказываний об этих объектах, но не конструктивные процедуры
с участием самих этих объектов.

Традиционная геометрия в стиле Евклида решает эту проблему, уста-
навливая систему правил построения геометрических объектов (правил гео-
метрических построений), которые Евклид называет постулатами. Кант да-
ет свой знаменитый анализ эпистемического значения этих правил и объясня-
ет, имея при этом в виду “Начала натуральной философии” Ньютона, какую
роль эти геометрические правила играют в физике [50]. Кассирер хорошо по-
нимает, что философия математики Канта и его понимание роли математики
в естественных науках в 1907-м году являются уже безнадежно устаревши-
ми и нуждаются в пересмотре. Однако Кассирер не принимает то решение
этой проблемы, который предлагает математический логицизм, поскольку
он, совершенно правильно, на наш взгляд, видит в нем возврат схоластиче-
ской модели науки, в которой логика и метафизика играют роль последних
оснований всех эмпирических наук [24], [16].

Правоту Кассирера подтверждает тот факт, что уже в 1918 году Рас-
сел дополняет свою философию математики метафизической доктриной, ко-
торую он называет логическим атомизмом. Вот как Рассел описывает отно-
шение этой доктрины к логике и математике в своем Введении к [73]:

“Как я попытался доказать в “Основаниях математики” [[65]], анализ
математики позволяет полностью свести ее к логике в самом стро-
гом и формальном смысле слова. В настоящих лекциях я попытаюсь
предложить [. . . ] своего рода логическую доктрину, которая выте-
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кает из моей философии математики, и на ее основе - определенного
рода метафизику.”

Современный биограф описывает этот ранний период карьеры Рассела
так:

“ В период с августа 1900-го года до завершения “Principia
Mathematica” в 1910-м году Рассел был одновременно логиком и
метафизиком. Эти две дисциплины были неразрывно связаны друг
с другом в работах Рассела: метафизика давала основания для ло-
гики, а логика и логицизм были источниками метафизических ар-
гументов.” [74, pp. 7-8]

Эти цитаты показывают, что старый образ мысли, который, как счи-
тали многие в 19 веке, был превзойден кантовской критической философией,
вернулся в начале 20 века в контексте новой математики и новой логики.
Важно иметь в виду, что крайняя позиция Рассела в отношении математики
является выражением более общей интеллектуальной тенденции возврата к
традиционному союзу логики и метафизики. Этот подход остается влиятель-
ным и сегодня в рамках широкого философского направления, которое при-
нято называть аналитической философией. В наши дни аналитическая ме-
тафизика является признанной академической дисциплиной, которую пре-
подают на многих философских факультетах и которая претендует на науч-
ный статус. То, что современная логика скорее тяготеет к конструированию
спекулятивных “возможных миров” , чем к объединению с естественными
науками, а современная мэйнстримная философия логики поддерживает эту
метафизическую тенденцию (зачастую представляя ее невинной интеллек-
туальной игрой) представляется нам тревожным обстоятельством. Хотя эта
интеллектуальная тенденция пока еще мало затронула саму науку, она со-
здала и укрепила барьер между логикой и философией, с одной стороны,
и естественной наукой и математикой, с другой стороны [22], [23], [30]. Мы
вернемся к обсуждению этого вопроса в 3.2 и покажем, каким образом неко-
торые новейшие достижения логики и математики могут помочь решить эту
проблему .



55

1.2.3 “Аксиоматизация логики”: интуиция возвращается

В своей речи 1917-го года, которую мы уже цитировали, Гильберт сре-
ди прочего говорит следующее:

“Необходимо аксиоматизировать саму логику и показать, что тео-
рия чисел и теория множеств - это части логики. Соответствующий
метод разработан уже давно (в большой степени благодаря глубоки-
ми исследованиями Фреге); наиболее удачным образом он изложен
остроумным математиком и логиком Расселом. Завершение блестя-
щего расселовского предприятия по аксиоматизации логики можно
будет считать заключительным достижением работ по аксиомати-
зации вообще.” [75, p. 1113]

Оставим в стороне предполагаемое сведение теории чисел (арифмети-
ки) и теории множеств к логике и сосредоточимся на идее аксиоматизации
логики. Называя ее “заключительным достижением работ по аксиоматизации
вообще”, Гильберт предполагает, что аксиоматизация логики является есте-
ственным продолжением аксиоматизации геометрии, арифметики и других
областей математики и естественных наук. Однако то понятие об аксиома-
тизации, которое мы реконструировали выше с помощью “Оснований” Гиль-
берта 1899-го года, не допускает такого расширения области аксиоматизации
или во всяком не показывает, как такое расширение возможно. Грубо говоря,
это понятие об аксиоматизации состоит в следующем. С помощью фиксиро-
ванного логического словаря строится конечный набор аксиом, ссылающихся
лишь на абстрактные предметы и отношения; “наивное” прочтение этих акси-
ом и следующих из них теорем передает содержание исходной неформальной
теории в более точной и более логически определенной форме. Заметим, что
данная процедура использует логику в готовом виде в качестве необходимо-
го инструмента, подобно тому, как для забивания гвоздей используется мо-
лоток. В соответствии с этой схемой для аксиоматизации логики необходимо
каким-то образом иметь подходящую систему логики в готовом виде заранее.
Разумеется, имея в виду многообразие логических систем, эта трудность не
является непреодолимой. Однако процитированные выше слова Гильберта по
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поводу аксиоматизации логики оставляют впечатление, что Гильберт вовсе
не принимает только что указанную трудность во внимание 6.

Посмотрим теперь как Гильберт реализует проект аксиоматизации ло-
гики в своем курсе теоретической логики в соавторстве с Аккерманом, впер-
вые изданном в 1928-м году [77], [78]. Во введении к этой книге авторы опи-
сывают предмет логики так:

“Теоретическая логика, называемая также математической или сим-
волической логикой, есть применение формального метода мате-
матики к области логики. Она применяет к логике тот же язык
формул, который уже издавна употребляется для выражения ма-
тематических отношений. В настоящее время было бы утопией при
построении какой-либо математической дисциплины пытаться обой-
тись лишь обычным языком. Большие успехи, которые сделаны в
математике, например, в алгебре, со времен античности, обусловле-
ны в значительной степени тем обстоятельством, что удалось найти
полезный и продуктивный формализм.” [78, p.17]

Мы видим, что с самого начала Гильберт и Аккерман водят новый
тип логики, который они называют математической или символической ло-
гикой. (Называя символическую логику “новой” в этом контексте, мы имеем
в виду, что такая логика является новой по сравнению с логикой использу-
емой в “Основаниях” 1899-го, которая не использует никакого специального
символического аппарата. Разумеется, символическая логика существовала
и до появления книги Гильберта и Аккермана в 1928-м году; краткий исто-
рический экскурс о символической логике Гильберт и Аккерман приводят во
введении к своей книге.) Однако описание символической логики как “приме-
нение формального метода математики к области логики” озадачивает. Если
подразумевать под формальным методом аксиоматический метод в смысле
“Оснований” Гильберта 1899-го года, то непонятно, как применение этого ме-
тода может сделать логику символической. Кроме того, когда авторы говорят
о применении к логике “формального метода математики”, они по всей види-
мости предполагают, что этот формальный метод сам не зависит от логики.

6Критику идеи аксиоматизации логики можно найти также у Хинтикки [76].
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Но этого, конечно, нельзя сказать о методе “Оснований” 1899-го года, кото-
рый использует логику самым непосредственным образом. Таким образом,
под “формальным методом” в этой цитате Гильберт и Аккерман понимают
нечто иное. Но что именно?

Ссылка на символическую алгебру, которую делают авторы, подска-
зывает ответ. Однако в приведенном выше отрывке авторы ссылаются на ал-
гебру как на частный случай. Поэтому мы не можем свести в данном случае
понятие формального к понятию алгебраической формы. Более подходящим
в этом контексте является общее понятие о символической форме, которое
мы находим у Кассирера [79]. Мы не буду пользоваться здесь этим понятием
во всей его общности, а сосредоточим внимание на математической версии
этого понятия, которая имеет прямое отношение к основаниям математики.

Процитированный выше отрывок продолжается следующим образом:

“Чего удалось достичь благодаря языку формул в математике, то
же должно быть получено с его помощью и в теоретической логи-
ке, а именно: точная научная трактовка ее предмета. Логические
связи, которые существуют между суждениями, понятиями и т. д.,
находят свое выражение в формулах, толкование которых свобод-
но от неясностей, какие легко могли бы возникнуть при словесном
выражении. Переход к логическим следствиям, совершающийся по-
средством умозаключения, разлагается на свои последние элементы
и представляется как формальное преобразование исходных фор-
мул по известным правилам, которые аналогичны правилам счета в
алгебре; логическое мышление отображается в логическом исчисле-
нии. Это исчисление делает возможным успешный охват проблем,
перед которыми принципиально бессильно чисто содержательное
логическое мышление. К таковым принадлежит, например, пробле-
ма: как можно охарактеризовать предложения, которые вообще мо-
гут быть выведены из данных посылок. ” [78, p.17]

Первое предложение здесь ясно указывает на то, что Гильберт и Ак-
керман рассматривают применение математики к логике как способ совер-
шенствования логики с помощью математики. Авторы утверждают, что, ис-
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пользуя символические методы, математика добивается научно точного обра-
щения со своим предметом. Ссылаясь на это, они предполагают, что с помо-
щью подобных методов можно достичь подобных результатов в логике. Это
совсем другой подход к предмету по сравнению с проектом совершенство-
вания математики посредством уяснения ее логической структуры, которую
Гильберт использовал в “Основаниях” 1899-го года! Тем не менее Гильберт
называет оба эта подхода одними и теми же словами, а именно формализа-
цией и аксиоматизацией.

В рассуждениях Гильберта логическая формализация в духе “Основа-
ний” Гильберта 1899-го года, с одной стороны, и символическая формализа-
ция алгебры и логики, с другой стороны, тесно друг с другом связаны, и он
едва ли их ясно различает. Используя свои идеи 1899-го года в новом контек-
сте, Гильберт считает, что формальная символическая логическая система (в
отличие от формальной символической математической системы) не позво-
ляет и не требует многообразия альтернативных содержательных интерпре-
таций, но лишь уясняет и очищает от двусмысленностей привычные содер-
жательные логические понятия, выраженные естественным языком. Поэтому
семантику логических терминов в отличие от семантики математических тер-
минов Гильберт предполагает жестко фиксированной. Так, например, символ
“&” всегда обозначает у Гильберта и Аккермана логическую конъюнкцию
подобно тому, как знак “1” в традиционной арифметике обозначает едини-
цу. Несмотря на это авторы отличают формальную символическую логику
от содержательной логики, как будто речь здесь идет не о логической, а о
геометрической теории.

Не удивительно, что замена традиционной “неформальной” логики
символической логикой сильно повлияло на идеи Гильберта об аксиомати-
ческом методе и основаниях математики. В начале статьи “Основания мате-
матики” [57] , впервые представленной в июле 1927 года на математическом
семинаре Гамбурга, Гильберт описывает свою новую программу следующими
словами:

“На этом новом пути построения оснований математики, который
можно назвать теорией доказательств, мы [. . . ] хотим избавиться
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раз и навсегда от всех вопросов относительно оснований математи-
ки в их современном обычном виде, превратив все математические
утверждения в формулы, которые могут быть конкретно пред-
ставлены и строго выведены. Тем самым определения и выводы в
математике будут представлены в монолитной форме, которая даст
адекватную картину всей этой науки. Мы верим, что с помощью
теории доказательств сумеем достичь этой цели, даже если это
потребует огромного объема работы.

Математика, как и любая другая наука, не может быть основана на
одной только логике. В качестве условия использования логических
выводов и операций, нам должны быть даны некие вне-логические
конкретные объекты; эти объекты должны быть даны нам интуи-
тивно в непосредственном опыте, который первичен по отношению
к любой мысли. Поскольку логический вывод должен быть надеж-
ным, то эти объекты должны допускать полный контроль с нашей
стороны. То, что данный объект действительно присутствует, что
данные объекты различаются, следуют друг за другом или соеди-
нены в одно целое, должно быть интуитивно ясно и не требовать
(а также не допускать) дальнейшего обоснования. Это фундамен-
тальная философская позиция, которую я считаю необходимой для
развития математики и вообще для любого научного мышления, по-
нимания и общения. В математике роль таких конкретных объектов
играют конкретные символы, форма которых, по нашему соглаше-
нию, является непосредственно ясной и распознаваемой. ” [57, pp.
464-465]

Современный читатель, знакомый с современным аксиоматическим
методом, склонен согласиться с Гильбертом, когда он говорит, что математи-
ка не может быть основана только на логике: математические аксиоматиче-
ские теории такие как ZF помимо логических принципов включают в свои ос-
нования также и специфические математические аксиомы связанные с пред-
метом данной теории. Однако в только что приведенном отрывке Гильберт
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говорит совсем о другом. Он утверждает, что логический вывод невозможен
без использования “внелогических” конкретных объектов. Хотя Гильберт и
не описывает здесь природу таких объектов систематически, он указывает,
что в случае математики речь идет о символах. Из этого замечания следует,
что математическая символическая логика, с точки зрения Гильберта - это не
“чистая” логика, а логика дополненная символическим аппаратом. Согласно
Гильберту, использование такого рода интуитивно ясных символов - это суще-
ственный аспект математики. В дальнейшем мы будем называть этот особый
вид математической интуиции, о которым говорит Гильберт, связывая его с
использованием символов, символической интуицией.

Взгляды Гильберта на роль интуиции в математике, которые он вы-
сказывает в цитированной выше статье 1927-го года отличаются от его более
ранних взглядов, о которых мы можем судить по его комментариям к “Осно-
ваниям” 1899-го года. Тогда он считал геометрию основанной на “чистой” (
а не символической) логике и аксиомах, сформулированных в терминах этой
логики. В 1927 году Гильберт обращается уже не к “чистой”, а к символиче-
ской логике и подчеркивает в этом новом контексте фундаментальную роль
символической интуиции, настаивая не ее “внелогическом” характере. Это не
значит, что Гильберт в 1927-м году отказывается от своих прежних идей,
но значит, что он дополняет эти старые идеи существенно новыми идеями.
Вот как сам Гильберт формулирует свой новый взгляд на аксиоматический
метод:

“В моей теории содержательные выводы заменяются операциями
с символами по определенным правилам; таким образом аксиома-
тический метод приобретает надежность и совершенство, который
позволяет ему стать основным инструментом всякого исследования.
” [57, p. 467]

Замена содержательных выводов символическими операциями вклю-
чает в себя два способа формализации, которые в данном случае исполь-
зуются совместно, но которые, тем не менее, важно различать. Во-первых,
здесь используется формализация теории в духе “Оснований” 1899-го года; во-
вторых здесь используется символическое представление логических форм.
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Символические операции представляют здесь логические операции, которые
в свою очередь используются для формализации содержательных математи-
ческих рассуждений. Однако сами по себе эти символические операции не
являются логическими, а являются воображаемыми или реальными опера-
циями с такими нелогическими объектами как символы.

Сказанное позволяет уточнить эпистемологическую позицию Гильбер-
та в основаниях математики, которую выше (1.2.2) мы характеризовали как
форму логицизма. После того, как Гильберт привлек в свой проект построе-
ния новых оснований математики методы символической логики, он, насколь-
ко мы можем судить по его комментариям, не изменил своего понимания
эпистемической функции логики в принципе. Однако в связи с использова-
нием Гильбертом символических методов в логике, в его концепции логики
появляется новые важные моменты. В [57] Гильберт замечает, что его но-
вый подход в основаниях математики состоит в “расширении формального
подхода в алгебре на всю математику” (стр. 470), что может дать повод оха-
рактеризовать его позицию более привычным образом как формализм. Но на
самом деле цель нового проекта Гильберта состоит не в том, чтобы сделать
формальную символическую алгебру основанием математики, а в том, что-
бы использовать методы символической алгебры в логике, сохраняя при этом
ту базовую аксиоматическую архитектуру математических теорий, которая в
полу-формальном виде представлена уже в “Основаниях геометрии” 1899-го
года.

Для этого Гильберт использует в математической логике алгебраи-
ческий прием, который более ранние авторы развивающие алгебраические
подходы в логике (такие как Буль, де Морган и Шредер) обходили стороной.
Речь идет об использовании в алгебре (а также в арифметических и геометри-
ческих теориях использующих алгебру) так называемых “идеальных элемен-
тов” таких как −1 или

√
−1. После процитированных выше вступительных

замечаний Гильберт в [57] описывает систему символической логики подоб-
ную представленной в [77] и затем добавляет еще две группы аксиом, которые
он называет “специфически математическими”, а именно аксиомы равенства
и аксиомы числа. После этого Гильберт показывает, как с помощью этого
аппарата работать с конечной арифметикой. На вопрос о том, имеет ли та-
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кой технически сложный способ строить элементарную теорию арифметики
какие-либо эпистемические преимущества перед традиционными элементар-
ными вычислениями, Гильберт отвечает отрицательно. Пока мы остаемся
в рамках конечной арифметики, этот аппарат, в лучшем случае, позволя-
ет лучше выделить релевантную информацию [57, p. 469]. Поскольку обыч-
ные арифметические действия с натуральными числами, представленными
последовательностями штрихов или обычными арабскими цифрами, так же
интуитивно ясны, как и действия с символами в формальной арифметике,
разница между двумя этими формализмами в эпистемическом отношении,
с точки зрения Гильберта, несущественна (хотя привычный способ удобнее
и проще, а новый позволяет явно выделить логическую структуру рассуж-
дений). Однако при выходе за рамки конечной арифметики преимущество
нового формализма становится решающим. В этом контексте Гильберт про-
водит аналогию с понятием алгебраического расширения:

“Так же как отрицательные числа оказываются полезными в эле-
ментарной теории чисел, а идеалы Куммера-Дедекинда сделали воз-
можным появление современной теории чисел и алгебры, таким об-
разом, идеальные высказывания необходимы для развития матема-
тики.” ([57, p.471]

“Идеальное высказывание” по Гильберту - это всякое математическое
высказывание, недоказуемое с помощью одних только аксиом логики и ариф-
метики, то есть любое высказывание, не являющееся теоремой конечной
арифметики. Так что идеальными считаются все дополнительные аксиомы и
высказывания, формально выведенные в аксиоматической системе содержа-
щей логику и арифметику. Единственное требование для таких аксиоматиче-
ских расширений - это требование непротиворечивости. Если непротиворечи-
вость обеспечена, можно спокойно рассуждать про “идеальные” объекты и их
отношения и считать эти вещи в подходящем смысле слова “существующими”
(см. выше (1.2.1)). Но это еще не все. В отличие от метода “Оснований” 1899-
го года новая символическая версия аксиоматического метода представляет
эти идеальные объекты и их отношения конкретными символами и симво-
лическими выражениями, с которыми можно манипулировать подобно тому,
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как в алгебре можно манипулировать с символом
√
−1. Даже если в слу-

чае конечной арифметики метод “Оснований” 1927-го года это стрельба из
пушки по воробьям, Гильберт ожидает, что этот метод позволит обращаться
подобным образом с любой математической теорией.

Возможность формальной проверки непротиворечивости является су-
щественной для нового проекта Гильберта. В “Основаниях” 1927-го года Гиль-
берт не дает никакого общего решения этой проблемы, но замечает, что она не
может быть слишком трудной, поскольку формальное доказательство непро-
тиворечивости данной теории “принадлежит к сфере интуиции, подобно до-
казательству иррациональности корня из 2 в содержательной теории чисел”
[57, p. 471]. В формальном символическом представлении математическое до-
казательство представляет собой цепочку символов построенную по точным
правилам синтаксиса. Поэтому доказательство непротиворечивости аксиома-
тической теории сводится к доказательству несуществования строки, явля-
ющейся доказательством и заканчивающейся каноническим противоречим,
например 0 6= 0 (легко показать, что если в данной теории нельзя доказать
0 6= 0, то нельзя доказать и любое другое противоречие). Гильберт осознает,
что подобные доказательства непротиворечивости уже не будет формальны-
ми: они будут относиться к его теории доказательств, которую он в другом
месте выносит за рамки обычной математики и называет метаматемати-
кой [80], [81]. Тот факт, что метаматематика “относится к сфере интуиции”
подобно конечной арифметике, позволяет, согласно Гильберту, избежать бес-
конечного регресса в основаниях. Таким образом в рамках нового подхода
Гильберта 1927-го года именно интуитивная теория доказательств становит-
ся основанием всей прочей математики. Как отмечали многие исследователи,
проект Гильберта в этой зрелой форме имеет общие черты с подходом Брау-
эра, поскольку он также использует предпосылку об эпистемической надеж-
ности математической интуиции при оперировании с конечными синтакси-
ческими конструкциями. Однако подход Брауэра и вообще конструктивный
подход в математике не предполагает используемого Гильбертом жесткого
разделения математики на “реальную” и “идеальную”, и это остается принци-
пиальным различием.
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Наиболее развитый вариант проекта Гильберта представлен в двух-
томнике [80], опубликованном Гильбертом совместно с Бернайсом в 1934-1939
годах. Здесь Гильберт и Бернайс предлагают набросок новой формальной
теории евклидовой геометрии, которая на этот раз использует символиче-
ское логическое исчисление. Между этой новой теорией и теорией “Осно-
ваний геометрии” 1899-го года [1], [2] есть существенное различие, которое
нельзя описать в терминах “большей строгости” новой теории, которая до-
стигается благодаря использованию символической логики. Напомним, что
в “Оснований геометрии” 1899-го года Гильберт рассматривает три различ-
ные “системы вещей”, которые наивно интерпретируются, соответственно, как
точки, прямые и плоскости. Новая теория использует примитивные объекты
единственного типа, которые называются “точками”. Используя примитивное
трехместное отношение Gr(x, y, z), которое неформально читается как “точ-
ки x, y, z лежат на одной прямой” (выражение Gr мотивирована немецким
словом Gerade, прямая), авторы формулируют первую аксиому новой теории
как

(x)(y)Gr(x, x, y)

что переводится в неформальную прозу как утверждение

любые две точки x, y лежат на одной прямой

(скобки (x) вокруг логической переменной в обозначениях Гильберта означа-
ют квантор всеобщности).

Отказ от различия между типами объектов с логической и эписте-
мологической точек зрения является существенным шагом. Можно аргумен-
тировать, что типовое различие в логике и математике является на самом
деле фундаментальным и должно быть формально представлено в любых
разумных основаниях математики. Мы увидим, что стандартные теоретико-
множественные основания математики также сталкиваются с этой пробле-
мой, а также увидим, как унивалентные основания математики ее решают
(2.2.1, 3.2).

Сегодня мы знаем, что в 1927 году Гильберт серьезно недооценил воз-
можные трудности на пути создания задуманной им теории доказательств;
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доказанные Куртом Геделем теоремы о неполноте формальной арифметики
и дальнейшие исследования в этом направлении убедили большинство иссле-
дователей в том, что программа Гильберта в ее первоначальной форме прова-
лилась [82]. В этой связи важно подчеркнуть, что несмотря на то, что проект
оснований математики в том виде, как он описан в “Основаниях” Гильберта
1927-го года, несомненно, не удался, тесно связанная с этой программой вер-
сия символического аксиоматического метод Гильберта сохранилась и до сих
пор остается общеупотребительной в математической и философской логике.
Идея Гильберта о том, что подходящее символическое логическое исчисле-
ние дополненное элементарными и интуитивно прозрачными финитными ма-
тематическими методами рассуждений, которые позволят получать нужные
мета-теоретические результаты включая доказательства непротиворечивости
любых непротиворечивых формальных аксиоматических теорий, может слу-
чить основанием всей современной Гильберту математики, после результатов
Геделя осталась в истории в качестве утопического проекта. Однако идея тео-
рии доказательств как (мета-)математической теории логических символиче-
ских исчислений в стиле Гильберта, выжила и получила дальнейшее развитие
благодаря использованию более сложных мета-математических методов. На-
звание вышедшей в 1969-м году книги “Математика метаматематики” хорошо
иллюстрирует этот сдвиг [83], который сделал неопределенной границу меж-
ду математикой и мета-математикой. Как говорит Юрий Манин, “хорошая
мета-математика это хорошая математика, а не ярмо на хорошей математи-
ке” [84, p.3]. Предложенное Гильбертом деление математики на “реальную” и
“идеальную” не отвечает сегодняшней математической практике и принадле-
жит истории.

1.3 Аксиоматический метод против генетического метода

1.3.1 Генетический и аксиоматичесий метод в теоретической арифметике

(1900)

В своей популярной лекции “Аксиоматическое мышление” [85], [86]
Гильберт отдает дань Евклиду как основателю аксиоматического метода, по-
нимая при этом, что его новая версия этого метода существенно отличается
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от традиционной версии Евклида. В этом разделе работы представлен крат-
кий обзор взглядов Гильберта на то, как его новый аксиоматический метод
относится к более традиционным методам построения теория включая метод
Евклида.

В своей ранней работе посвященной понятию числа [61], [87] Гильберт
предпринимает попытку распространить формальный аксиоматический под-
ход, представленный в Основаниях геометрии 1899-го года с геометрии на
арифметику (теорию чисел). В этой связи Гильберт проводит различие меж-
ду аксиоматическим и генетическим методом введения новых теоретических
понятий. В качестве примеров использования генетического метода Гильберт
указывает на введение понятия действительного числа с помощью последо-
вательностей Коши и сечений Дедекинда (которые для этой цели обычно
используются и сегодня), а также на возможность определения рациональ-
ных и целых чисел как классов эквивалентности пар натуральных чисел.
Во всех этих случаях, по словам Гильберта, новое математическое понятие
(например, понятие действительного числа) порождается или “производит-
ся” [в оригинале “erzeugt”] некоторым уже известным понятием или поня-
тиями. Не пытаясь проанализировать логическое содержание и логическую
форму такого “порождения” в современных ему терминах (ср. введенное нами
в 1.1.4 понятие геометрической “продукции” ), Гильберт предлагает вместо
традиционного генетического способа построения теоретической арифметики
использовать в этой новой предметной области тот же самый формальный
аксиоматический метод , о котором мы уже говорили подробно выше в свя-
зи с геометрическими теориями. В этом контексте Гильберт представляет
в данной работе свою оригинальную аксиоматическую теорию арифметики.
Сравнивая два подхода, Гильберт утверждает, не вдаваясь в дальнейшие объ-
яснения, что

“[Н]есмотря на большую педагогическую и эвристическую цен-
ность генетического метода, для решения задачи полного логиче-
ского обоснования нашего знания аксиоматический метод обладает
неоспоримым преимуществом.” [87, p. 1093]

Это утверждение ясно демонстрирует эпистемологическую мотивацию
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Гильберта, но оставляет за кадром вопрос об обосновании выраженной в этом
высказывании позиции. Понятие о слабом логицизме, которое мы выше при-
писали Гильберту на основе анализе его опубликованных текстов, нужно рас-
сматривать в качестве элемента реконструкции такого обоснования.

В этой же работе [61] Гильберт делает историческое замечание, со-
гласно которому аксиоматический метод используется в геометрии со времен
Евклида, тогда как в арифметике используется генетический метод. Однако,
как мы скоро увидим, в совместной работе с Бернайсом 1934-го года [80, v.1]
(русский перевод [81, v.1]) Гильберт высказывает другую точку зрения, со-
гласно которой геометрический метод Евклида является генетическим. Этот
более зрелый подход, нанашвзгляд, указывает на более глубокое понимание
Гильбертом аксиоматического метода и его истории в поздний период его
карьеры. По этой причине мы не будем далее принимать во внимание этот
спорную часть ранней работы Гильберта 1900-го года.

Понятие генетического метода как альтернативы или дополнения к
формальному аксиоматическому методу обсуждалось в более поздней лите-
ратуре и и продолжает обсуждаться сегодня, см. [88], [89] 7, [90], [5], [91].
Жан Кавайес, Жан Пиаже, Сергей Сергеевич Демидов и Элен Ландри в ка-
честве отправной точки своих рассуждений используют сформулированную
Гильбертом в 1900-м году идею о том, что генетический и формальный ак-
сиоматический подходы теоретически несовместимы, при том что они могут
совместно использоваться на практике для различных эпистемических це-
лей. Владимир Александрович Смирнов использует другой подход, который
больше соответствует поздней точке зрения Гильберта 1934-го года. Он по-
казывает, что генетические построения допускают формализацию, причем не
обходным путем с использованием стандартного аксиоматического подхода,
а напрямую.

То, что понятие генетического метода в своей исходной форме может
приводить к недоразумениям несмотря на свою кажущуюся прозрачность,
хорошо видно на примере статьи Ландри 2013-го года [91]. Ландри использу-
ет понятие генетического метода в своей дискуссии с Феферманом, который

7Пиаже называет генетический метод операциональным.
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аргументирует, что аксиоматические теории категорий (такие как EM, ETCS
and CCAF, см. [92] и 3.1.2 ниже) нельзя считать самостоятельными основани-
ями теории категорий и других разделов математики, поскольку эти теории
включают в себя понятия о множестве (или, более общо, собственном классе)
и понятие об операции, которые в свою очередь нуждаются в независимых
основаниях. Отвечая на этот аргумент Фефермана Ландри аргументирует,
что понятия о классах и операциях используются при аксиоматическом вве-
дении понятия категории только в эвристических целях и не играют никакой
роли в логических основаниях теории категорий. Вместо того, чтобы опреде-
лять понятие категории обычным образом через задание класса объектов и
класса морфизмов Ландри предлагает рассуждать следующим образом:

“Теоретико-категорный структуралист начинает с того, что просто
допускает существование систем вещей двух типов (а именно объ-
ектов и морфизмов) и затем устанавливает между этими вещами
отношения определяемые соответствующими аксиомами.” (op. cit.
p. 44)

объясняя в пояснительном примечании, что

“Главную роль при этом подходе играет не понятие абстрактной
или конкретной системы вещей, а идея Гильберта о том, что теория
это схема понятий, которые неявно определяются аксиомами этой
теории. При таком подходе нам не нужно вводить в рассмотрение
“фиксированную область индивидов” и использовать такие понятия
как множество или класс этих индивидов.” (op. cit. p. 44)

По причинам, которые станут ясными позже (см. 3.1), мы разделя-
ем энтузиазм Ландри по поводу возможности построения аксиоматической
теории категорий логически независимой от понятия множества или клас-
са. Однако представленный выше аргумент Ландри не представляется нам
убедительным; мы также не считаем вслед за Ландри, что первопорядко-
вые теории категорий такие как EM, ETCS and CCAF действительно не за-
висят от понятия множества (класса). Наше возражение Ландри состоит в
следующем. (Для экономии места и большей конкретности при изложении
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последующего аргумента мы будем ссылаться только на EM, но наш аргу-
мент без всяких изменений также применим к любой другой первопорядко-
вой теории категорий включая ETCS и CCAF.) Вслед за Хинтиккой [76] мы
используем допущение о том, что EM как и любая другая первопорядковая
теория использует отношение логического следования, которое является ча-
стью ее базовой логики. Чтобы определить это отношение, необходимо задать
и использовать подходящую формальную семантику. Стандартная модельно-
теоретическая семантика в стиле Тарского, которая обычно используется для
этой цели, включает в себя понятие о классе индивидов. При использовании
этого стандартного подхода понятие класса используется не только в каче-
стве удобного подручного средства для представления категорий, но и как
необходимый элемент аксиоматической конструкции EM, который входит в
состав логического ядра этой теории.

Это последнее соображение показывает, что различие между генети-
ческим и аксиоматическим методом введения новых теоретических понятий
и построения теорий менее определенное, чем это может показаться на пер-
вый взгляд. Ответ на вопрос о том, является ли обычное введение понятия
категории через понятие класса генетическим или аксиоматическим, зависит
от используемой концепции логики и, в частности, от логической семантики.
При использовании стандартной формальной логической семантики в стиле
Тарского такой способ обоснования теории категорий следует считать аксио-
матическим. Однако если “теоретико-категорный структуралист”, о котором
говорит Ландри, будет использовать какую-то альтернативную логическую
семантику не использующую понятия класса (которую Ландри не указывает
и вопрос о существовании которой остается открытым ), он сможет вслед за
Ландри считать то же самое стандартное определение категории генетиче-
ским.

1.3.2 Оправдание генетического метода

Обратимся теперь к дискуссии о генетическом методе в поздней работе
Гильберта 1934-го года подготовленной при участии Поля Бернайса [80, v.1].
Вот интересующий нас фрагмент этой работы:
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“Термин “аксиоматический” употребляется иногда в более широком,
а иногда и в более узком смысле слова. При самом широком по-
нимании этого термина построение какой-либо теории мы называ-
ем аксиоматическим, если основные понятия и основные гипотезы
этой теории ставятся как таковые во главу угла, а даль- дальней-
шее ее содержание логически выводится из них с помощью опре-
делений и доказательств. Аксиоматически именно в этом смысле
слова были построены геометрия Евклида, механика Ньютона, тер-
модинамика Клаузиуса. Усиление, которое аксиоматическая точка
зрения получила в “Основаниях геометрии” Гильберта, заключает-
ся в том, что из всего материала реальных представлений, исполь-
зуемого для формирования основных понятий данной теории, при
аксиоматическом ее построении мы принимаем в расчет лишь то,
что в виде некоторого экстракта формулируется в ее аксиомах, а от
всего остального содержания абстрагируемся. Когда аксиоматика
начинает пониматься в таком наиболее узком смысле этого слова,
в качестве очередного обстоятельства добавляется еще экзистенци-
альностъ ее вида. Этим аксиоматический способ построения какой-
либо теории и отличается от конструктивного, или генетического
способа. В то время как при конструктивном способе построения
объекты рассматриваемой теории вводятся только как вещи опреде-
ленного вида, в аксиоматической теории нам приходится иметь дело
с некоторой фиксированной системой вещей (или даже с нескольки-
ми такими системами), вводимой в качестве области субъектов для
всех тех предикатов, из которых строятся высказывания этой тео-
рии. В предположении, что эта индивидная область представляет
собой некую единую совокупность, заключается — если отвлечься
от рассмотрения тех тривиальных случаев, когда теория имеет дело
лишь с конечной, четко выделенной совокупностью вещей — опре-
деленная идеализация. Эта идеализация присоединяется к допуще-
ниям данной теории, которые формулируются в ее аксиомах.” [81,
v.1, p. 23-23 ]
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В приведенной цитате Гильберт и Бернайс представляют нам более
сложную картину взаимных отношений между генетическим и аксиоматиче-
ским методом, чем это делает Гильберт в своей ранней статье 1900-го года
[61]. Авторы используют для это три разных тесно связанных друг с другом
понятиями:

1. аксиоматический в широком смысле;

2. аксиоматический в узком или, что то же самое, в формальном смысле
слова;

3. конструктивный или генетический.

Согласно этой точке зрения, теория является аксиоматической в ши-
роком смысле слова (1), если она построена на основании первых принципов
и включает в себя логическую процедуру, которая позволяет выводить из
этих принципов все остальное содержание данной теории. Приводимые авто-
рами примеры, которые включают в себя геометрическую теорию Евклида,
позволяют лучше понять, что авторы имеют ввиду. В следующем фрагменте
той же работы Гильберт и Бернайс приводят дальнейшие детали касающиеся
геометрии Евклида:

“[A]ксиоматика Евклида представляется нам содержательной и на-
глядной. В ней не происходит отвлечения от наглядного смысла фи-
гур. Аксиомы сами по себе тоже имеют [в теории Евклида] неэкзи-
стенциальную форму. Евклид не делает предположения о том, что
точки и прямые представляют собой фиксированные индивидные
области. Поэтому он и формулирует не аксиомы о существовании,
а постулаты о построении.” [81, v.1, p. 45]

Идею формального аксиоматического метода мы уже подробно обсуж-
дали выше. Однако в приведенной выше цитате Гильберт и Бернайс указыва-
ют на отличительную черту формального аксиоматического метода, которая
требует дополнительного комментария. Понятие “экзистенциальной формы”,
которое авторы используют в качестве ключевой характеристики формаль-
ного аксиоматического метода, может быть адекватно понято только с по-
мощью сравнения формального аксиоматического метода (2) с генетическим
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методом (3). Тогда как генетическая теория конструирует (или по словам
Гильберта 1900-го года “производит”) свои объекты из данных элементарных
объектов с помощью рекурсивного применения определенных операций (та-
ких как, например, операций построения отрезков и окружностей в геомет-
рии Евклида), формальная аксиоматическая теория включает в себя понятие
интерпретации (модели), которое в свою очередь требует допущения о том,
что используемая модель в каком-то подходящем смысле слова существу-
ет. Таким образом под “экзистенциальной формой” аксиом в данном контек-
сте нужно понимать общий характер аксиом построенной в стиле Гильберта
аксиоматической теории, который отличает их от конструктивных постула-
тов Евклида, а не только специальный характер экзистенциальных аксиом
в современном смысле слова, то есть, первопорядковых аксиом содержащих
кванторы существования.

В процитированном выше фрагменте Гильберт и Бернайс обращают
внимание на то, что допущение о существовании модели данной аксиома-
тической теории является дополнительным по отношению к теоретическим
допущениями, которые задаются с помощью аксиом. Далее в той же рабо-
те авторы подробно развивают эту тему. Случай конечных моделей являет-
ся с их точки зрения не проблематичным (как ясно уже из цитированно-
го фрагмента). Однако случай бесконечных моделей представляет трудную
проблему. Авторы отвергают идею о том, что существование бесконечных
моделей можно обосновать с помощью эмпирических и феноменологических
аргументов. Они замечают, что существование модели теории влечет за со-
бой ее непротиворечивость, и предлагают подойти к решению проблемы с
другой стороны, формулируя то, что сегодня можно назвать основной идеей
Программы Гильберта: построить математическую теорию, которая позволя-
ла бы доказать или опровергнуть утверждение о непротиворечивости данной
формальной аксиоматической теории с помощью финитарных конструктив-
ных (то есть “’генетических’) средств. Если непротиворечивость данной акси-
оматической теории таким способом доказана, то стандартную абстрактную
модель такой теории можно будет задать в терминах “мысленных вещей и
мысленных отношений”, как мы уже указывали выше 1.2.1. Последующему
развитию Программы Гильберта, на которое решающее влияние оказали тео-
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ремы Геделя о неполноте арифметики, и связанным с этой программой логи-
ческим, математическим и философским исследованиям посвящена огромная
литература, обзор которой не входит в нашу задачу.

Приведенные выше цитаты свидетельствуют о том, что Гильберт и
Бернайс рассматривают геометрическую теорию Евклида как генетическую.
Генетический (конструктивный)(3) и формальный аксиоматический (2) спо-
собы построения теорий подпадают под общее понятие аксиоматического ме-
тода “в широком смысле слова” (1). Хотя авторы не приводят дальнейших
деталей, касающихся этого общего понятия аксиоматического метода, то об-
стоятельство, что они используют такое общее понятие указывает на воз-
можность объединения формального аксиоматического (2) и генетического
(3) метода в рамках одной теоретической схемы.

На самом деле поздняя версия формального аксиоматического метода
представленная в работе Гильберта и Бернайса уже содержит специальную
форму такого теоретического объединения двух методов. Напомним, что ма-
тематическое доказательство утверждения выраженного с помощью форму-
лы F при таком формальном подходе представляет собой (подходящим об-
разом интерпретированную) последовательность формул заканчивающуюся
формулой F , которая строится по заданным синтаксическим правилам. Та-
ким образом формальная аксиоматическая математика в смысле Гильберта
не исключает содержательные генетические построения вообще, но из такого
рода построений допускает только конечные символьные построения. Дока-
зательство утверждений о таких символьных конструкциях (и в частности,
доказательство утверждения о том, что в данной аксиоматической теории
не может быть получено формальное противоречие) Гильберт и Бернайс от-
носят к специальной области математики, которую они называют метама-
тематикой и которую во избежание порочного круга в основаниях авторы
предполагают развивать с помощью традиционного генетического, а не фор-
мального аксиоматического метода. Если иметь в виду ту важную роль, ко-
торую метаматематика играет в проекте оснований математики Гильберта,
можно с полным правом сказать, что генетический подход в его финитарном
применении является ключевым элементом поздней символической версии
гильбертовского формального аксиоматического метода.
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Напомним также, что специальное отношение Гильберта к конечным
символьным построениям мотивировано метафизически нагруженным и эпи-
стемологически релевантным различением между реальными и идеальными
математическими объектами, которое проводит Гильберт: с его точки зре-
ния только конечные символьные построения являются реальными и, следо-
вательно, операциональными. Отказ от или модификация этой философски
нагруженной точки зрения — без игнорирования ее математической составля-
ющей — открывает возможность рассмотрения других возможных способов
комбинирования генетического и аксиоматического подходов к построению
математических теорий. Некоторые из таких новых подходов описаны в по-
следующих главах этой работы.

1.4 Заключение главы 1

Подведем краткий итог. Геометрическая теория Евклида основана на
правилах, а не на аксиомах в современном смысле слова. Эти правила двоя-
кого рода. Один набор правил относится к равенствам и позволяет выводить
новые равенства из данных равенств. Евклид называет такие правила “об-
щими понятиями” и вслед за Аристотелем их принято также называть “ак-
сиомами” (хотя они не являются аксиомами в современном смысле, который
восходит к Гильберту). Мы называем эти правила “прото-логическими” имея
в виду, что они аналогичны правилам логической дедукции, но при этом не
являются в точном смысле логическими, поскольку применяются не ко всем
высказываниям (пропозициям), а только к высказываниям специального ви-
да, а именно к равенствам (геометрических фигур или чисел).

Второй набор правил Евклид называет “постулатами” и применяет их
не к высказываниям, а к геометрическим объектам. Рекурсивное применение
таких правил позволяет осуществлять допустимые геометрические построе-
ния, который в школьной практике принято называть “построениями цирку-
лем и линейкой” 8. Чтобы отличать результат геометрического построения

8Одних евклидовых постулатов для этих геометрических построений на самом деле недостаточно, по-

скольку Евклид неявным образом использует еще некоторые дополнительные правила, которые, в част-

ности, позволяют ему построить точку пересечения двух окружностей в первом предложений “Начал”.

Однако это замечание, указывающее на неполноту теории Евклида, сейчас для нас несущественно.
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от процедуры построения, и чтобы поставить в один ряд вывод равенств с
помощью “общих понятий” (протологическая дедукция) и построение с по-
мощью геометрических постулатов, мы называем эту последнюю процедуру
“геометрической продукцией”.

В геометрических рассуждениях Евклида прото-логическая дедукция
и геометрическая продукция тесно связаны: промежуточные результаты де-
дукции используются в продукции и наоборот. Прото-логическая дедукция
и геометрическая продукция совместно порождают систему геометрических
объектов с требуемыми свойствами (путем решения проблем) вместе с систе-
мой обоснованных высказываний о геометрических объектах (путем доказа-
тельства теорем). Эту двухуровневую теоретическую конструкцию мы и на-
зываем в данном случае теорией. Хотя при анализе рассуждений Евклида мы
использовали некоторые современные логические понятия (в частности, по-
нятие об экзистенциальной инстанциации), систематическая реконструкция
этих рассуждений в терминах современных логических исчислений не входи-
ла в нашу задачу. В частности, мы оставили без подробного анализа природу
связи (прото-)логических выводов с геометрическими построениями. Забегая
вперед, укажем в этой связи на аналогию c соответствием Карри-Говарда в
современных конструктивных исчислениях. Гомотопическая теория типов, о
которой пойдет речь ниже (3.2), позволит нам еще более точно описать, ка-
ким образом в математических рассуждениях сочетаются пропозициональ-
ные и непропозициональные элементы. Во всех этих случаях геометрическая
теория Евклида в том виде, как мы ее выше представили, служит нам в каче-
стве исторического примера, мотивирующего наши дальнейшие соображения
по поводу современных подходов.

Гильберт в отличие Евклида строит свою теорию евклидовой геомет-
рии как аксиоматическую теорию в привычном нам современном смысле это-
го термина. Опуская детали, которые были рассмотрены нами выше, основ-
ную идею аксиоматической теории в смысле Гильберта можно сформулиро-
вать так. Теория T представляет собой множество формальных высказыва-
ний (пропозициональных форм), в котором выделено подмножество форм A

называемых аксиомами; все другие формы из T , которые называют теоре-
мами являются формально выводимыми из аксиом A с помощью фиксиро-



76

ванного набора синтаксических правил вывода новых формальных выска-
зываний из данных. Формальные системы построенные в “стиле Гильберта”
характеризуется тем, что число таких правил, в отличие от числа аксиом,
является минимальным: сам Гильберт использует только правило подстанов-
ки и правило, которое обычным образом интерпретируется как modus ponens.
Ключевую роль в гильбертовской архитектуре теории играет понятие “интер-
претации” пропозициональных форм; интерпретация состоит в приписывании
элементам (символам и сочетаниям символов) пропозициональных форм се-
мантических значений, которое “наполняет эти формы содержанием”, то есть,
превращает их в высказывания, имеющие определенное истинностное значе-
ние. Когда в этом контексте говорят о “формальных высказываниях” или
(вслед за Расселом) о “пропозициональных формах”, то имеют в виду именно
такую задуманную интерпретацию (точнее, класс задуманных интерпрета-
ций, поскольку одно и то же формальное высказывание при разных интер-
претациях может давать разные содержательные высказывания с разными
истинностными значениями).

Важной особенностью процедуры семантической интерпретации фор-
мальной теории в том виде, в котором мы ее находим у Гильберта и который
можно и сегодня считать стандартным, состоит в том, что интерпретации в
обычном смысле подлежат только нелогические символы, тогда как значения
логических символов предполагается фиксированным заранее. Хотя разли-
чие логическими и нелогическими элементами синтаксиса имеет очевидный
семантический характер и, более того, предполагает определенное понимание
того, какое теоретическое содержание принадлежит чистой логике, а какое
выходит за пределы логики, в современных учебниках это различие обычно
делается при описании синтаксиса теории без всяких специальных оговорок
и обоснований. Хотя у самого Гильберта и его соавторов еще нет никакой
развитой теории формальной логической семантики, идея о том, что в мате-
матической теории можно четко выделить “чисто логическую” часть, играет
ключевую роль в аксиоматическом мышлении Гильберта начиная по крайней
мере с его “Оснований” 1899-го года [1], [2]. Идея состоит в том, что всякий
формальный синтаксические вывод теоремы данной теории интерпретируют-
ся как чисто логический вывод, и не зависит от деталей интерпретации аксиом
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и теорем данной теории. Эта особенность подхода Гильберта к построению
аксиоматических теорий выражает его эпистемологическую позицию, кото-
рую мы выше назвали слабой формой логицизма (1.2.2)

Еще раз подчеркнем, что в этой части работы мы не ставили перед
собой задачу проследить историческое развитие аксиоматического метода от
Евклида до Гильберта принимая во внимание все или хотя бы некоторые
промежуточные пункты этого длинного пути. Этот исторический путь на се-
годняшний день исследован только очень фрагментарно, и любой нарратив,
покрывающий исторический период в два с лишним тысячелетия, которые
разделяют Евклида и Гильберта, будет грешить неточностями, которых мы
старались избежать. Поэтому мы ограничились только сравнительным ис-
торическим и теоретическим анализом аксиоматического метода Гильберта,
который и сегодня принято называть “современным” с методом Евлклида. Но
даже такое очень ограниченное использование исторического подхода позво-
ляет нам увидеть аксиоматический метод в исторической перспективе и не
считать принятую сегодня стандартную форму этого метода окончательной
и не подлежащей ревизии и дальнейшим модификациям. Кроме того, как
мы увидим, представленный в этом разделе работе анализ аксиоматического
метода Евклида кроме чисто исторического интереса имеет также и теорети-
ческое значение, поскольку он позволяет нам лучше понять и описать новей-
шие тенденции в развитии аксиоматического метода в последующих частях
данной работы.

2 Аксиоматический метод в математической и научной

практике 9

Труды Гильберта в области оснований математики положили начало
сразу нескольким научным программам. Как мы уже упоминали в преды-
дущей главе, Программа Гильберта вместе с теоремами Геделя о неполно-
те определили мэйнстрим развития оснований математики в 20-м веке. По
оценке многих исследователей это направление исследований сохраняет свое

9Этот раздел включает материалы из [19, Ch. 4] и [28].
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ведущее положение и сегодня. Современная теория доказательств, теория
множеств (в обычной сегодня аксиоматической форме), исследовательская
программа обратной математики (Reverse Mathematics) целый ряд других
дисциплин в совокупности представляют собой единую область исследований
на стыке логики, математики и философии, которую принято обозначать аб-
бревиатурой FOM (Foundations of Mathematics). Однако проект Гильберта в
основаниях математики претендовал на самом деле на большее. Этот проект
был нацелен на глубокое изменение исследовательской практики в математи-
ке и математически нагруженных естественных науках за счет повсеместного
использования формального аксиоматического метода, который по словам
Гильберта должен был стать “основным инструментом всех теоретических
исследований” [57, p. 467]. Настоящая глава этой работы посвящена именно
этому “практическому” аспекту аксиоматического метода.

Как мы увидим, аксиоматический подход в 20-м веке действительно
оказал значительное влияние на математику и математическое образование.
Ситуация с естественными науками иная: несмотря на продолжающиеся по-
пытки использования использовать аксиоматический подход в естественных
науках, некоторый из которых рассмотрены ниже (см. 2.3), они на сегодняш-
ний день не произвели сравнимого эффекта. Но даже случай математики при
ближайшем рассмотрении оказывается более проблематичным, чем кажется
на первый взгляд. Помимо аксиоматической теории множеств, теории дока-
зательств и других дисциплин из круга FOM (в том узком смысле этой аббре-
виатуры, на который мы указали выше), формальная символическая версия
гильбертова аксиоматического метода нигде не используется. То, что мате-
матики обычно называют аксиоматической теорией — это полу-формальные
теории построенные по образцы “Оснований геометрии” Гильберта 1899-го
года с использованием неформальной теории множеств (которую принято
также называть “наивной”) в духе Кантора (см 2.2 ниже). Кроме того, в ма-
тематике и науке 20-го века можно найти примеры нестандартных аксиомати-
ческих теорий, которые отличаются даже от полу-формальных аксиоматиче-
ских теорий в стиле Гильберта. Такие нестандартные подходы представляют
для нашего исследования специальный интерес и будут рассмотрены ниже в
отдельной главе (глава 3).
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То обстоятельство, что современные исследования по основаниям ма-
тематики (FOM) находятся в относительной изоляции по отношению к основ-
ным направлениям развития математики, некоторые исследователи, включая
многих исследователей работающих в FOM, объясняют естественным, с их
точки зрения, разделением труда. Этот аргумент использует две предпосыл-
ки: (i) о том, что рядовой работающий математик обычно не нуждается в
детальном понимании оснований своей дисциплины, и (ii) о том, что исследо-
вания в области оснований математики как любые другие специализирован-
ные математические исследования требуют специальной подготовки, кото-
рую невозможно обеспечить для всех работающих математиков . Этот аргу-
мент может выглядеть убедительным и с ним легко согласятся те работающие
математики, которые не видят связи своей работы с вопросами оснований и
не интересуются основаниями вовсе. Обратим однако внимание на то, что
понятие об основаниях математики, которое используется в этом аргумен-
те, существенно отличается от традиционного понятия, согласно которому
основания теоретической дисциплины включают в себя набор базовых зна-
ний и понятий, которыми пользуются все работающие в данной дисциплине
исследователи независимо от области специализации, и который таким обра-
зом позволяет говорить о данной дисциплине как об едином целом. Именно
в этом традиционном смысле о “Началах” Евклида можно говорить как об
основаниях геометрии и теоретической арифметики своего времени, а о “Ма-
тематических началах натуральной философии” Ньютона как об основаниях
новой для своего времени теоретической физики 10.

Часть работающих математиков, для которых вопросы оснований име-
ют значение, считает, что традиционное понятие об основаниях математики
является более подходящим. Эта точка зрения в резкой форме выражена,
например, в следующих словах Лавера и Розебруга:

10В русском языке для указания на основания теоретической дисциплины в этом традиционном смысле

принято также использовать слово “основы”. В английском языке в обоих случаях используется слово

“foundations”, смысл которого устанавливается в зависимости от контекста. Терминологическое различие

между основами и основаниями во многих случаях очень полезно, но мы не будем им пользоваться в даль-

нейшем, во-первых, потому что его невозможно перевести на английский язык не предлагая терминологи-

ческой новации, а во-вторых, потому что наша теоретическая стратегия, как будет ясно из дальнейшего,

состоит в том, чтобы совместить эти два понятия об основаниях в рамках одного понятия.
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“Основания делают явными существенные общие черты, составные
части и действия науки, а также ее истоки и общие законы развития.
Цель этого состоит в том, чтобы обеспечить ориентиры в обучении,
применении и дальнейшем развитии науки. “Чистые” умозритель-
ные основания, которые пренебрегают этой целью и строятся ради
себя самих, совершенно точно не являются основаниями.” [93, p.235]

Некоторые исследователи пытаются примирить два понятия об осно-
ваниях используя для традиционного понятия новое название “практических
оснований” [94]. Аналогичная попытка была недавно предпринята группой
философов, которые пытаются выделить философию математической прак-
тики в качестве отдельной области исследований, в которой принимаются
во внимание современные и прошлые математические исследования за пре-
делами FOM и рассматриваются другие философские вопросы помимо вопро-
сов оснований [95]. Поскольку математика — это теоретическая дисциплина
emphpar excellence, основания для различения математической теории и ма-
тематической практики нуждаются в уточнении, тем более, что философы
математической практики в своих исследованиях обычно ссылаются именно
на математические теории, а не только на их применения и на исторические
обстоятельства их создания. Популярное высказывание, согласно которому
“между теорией и практикой в теории нет никакой разницы, но на практике
такая разница есть”, на наш взгляд, точно описывает данную ситуацию. С
практической точки зрения не вызывает сомнения тот факт, что философы,
которые связывают свои исследования со стандартным понятием о FOM, и
философы математической практики занимаются разными предметами и об-
разуют разные сообщества. Но при этом остается не вполне ясно, чем эти
направления исследований отличаются друг от друга в теоретическом плане.

Не углубляясь далее в анализ различия между математическими тео-
риями и математическими практиками, мы кратко сформулируем здесь над
подход к проблеме. Вслед за Евклидом, Гильбертом и Ловером мы считаем,
что традиционное понятие об основаниях математики и естественной науки
остается сегодня важным как в теоретическом, так и в практическом отно-
шении. При этом мы также считаем, что основания математики в этом тра-
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диционном смысле нуждаются в постоянной ревизии и обновлении, которые
являются неотъемлемой частью прогресса математики в целом. Как бы ни
были важны результаты полученные в рамках стандартных FOM, тот факт,
что эти результаты на сегодняшний день не дают никакого рецепта для по-
строения оснований математики в традиционном смысле слова, которые бы
удовлетворяли запросы современной математической практики, мы рассмат-
риваем как открытую проблему, требующую безотлагательного решения.

Возможны два рода решений этой проблемы: (i) реформа существую-
щей математической практики в соответствии со стандартными FOM с уче-
том их известных теоретических ограничений и (ii) пересмотр базовых теоре-
тических принципов FOM и построение новых оснований математики, кото-
рые можно было бы более успешно использовать на практике. В данной главе
мы рассмотрим некоторые попытки использовать стратегию (i) и покажем,
что успех этой стратегии был и остается на сегодняшний день очень огра-
ниченным. В главе 3 мы обсудим стратегию (ii) включая продолжающийся
проект построения новых унивалентных оснований математики [7].

2.1 Теория множеств

Вспомним понятие “системы вещей”, которое Гильберт использует в
[1], [2] для описания формального аксиоматического метода.. Можно ли по-
строить формальную аксиоматическую теорию такого рода систем? На пер-
вый взгляд может показаться, что такая теория обязательно будет содержать
порочный круг. Однако если не предполагать, что система систем вещей U
является элементом самой себя, то порочный круг не возникнет, и можно бу-
дет говорить об ограниченном понятии “системы вещей”, которое подходит
для разработки формальных аксиоматических теорий. Это анахронистиче-
ское описание идеи Цермело аксиоматизировать теорию множеств объясня-
ет, почему аксиоматическая теория множеств играла и продолжает играть
ключевую роль в дальнейшем развитии подхода Гильберта к основаниям ма-
тематики 11.

11Основной мотивацией аксиоматизации теории множеств Цермело было избавление наивной теории

Кантора от парадоксов [96].
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Начиная с пионерских работ Цермело основным направлением иссле-
дований в теории множеств в 20-м веке является изучение различных фор-
мальных теорий множеств и их моделей. Таким образом, теория множеств
представляет собой редкий пример математической теории, полностью (или
практически полностью) построенной с помощью ФАМ. Поэтому именно с по-
мощью теории множеств можно лучше понять, как ФАМ работает на практи-
ке. Рассмотрим для примера знаменитую континуум-гипотезу Кантора (КГ),
в 1900 году включенную Гильбертом в список 23 важнейших нерешенных
математических вопросов того времени 12.

КГ - пример очень необычной математической задачи, по поводу ко-
торой на сегодняшний день нет общего мнения, решена она уже или еще
нет. Как мы сейчас увидим, это обстоятельство связано именно с тем, что
в отличие от почти всей остальной современной математики, современная
теория множеств построена на формальной аксиоматической базе. История
вопроса вкратце такова. В 1938 году Гедель [97] доказал, что формальная ак-
сиоматическая теория множеств Цермело-Френкеля [98](ZF) совместна с КГ,
построив модель ZF, в которой КГ выполняется. В 1963 году Коэн Cohen [99]
установил, что ZF также совместна с отрицанием CH, построив модель ZF,
в которой КГ не выполняется. Таким образом, на сегодняшний день можно
считать установленным, что ни КГ, ни ее отрицание вывести из аксиом ZF
нельзя [100].

Однако остается неясным, дает ли этот результат определенный ответ
на первоначально поставленный вопрос. Такой ответ мог бы состоять в том,
что первоначальный вопрос был некорректно поставлен. Однако не все со-
гласны с таким выводом. Возможно, утверждают они, можно справиться с за-
дачей, перейдя к другой системе аксиом, из которой бы КГ или ее отрицание
выводились 13. Тривиальным образом за аксиому можно принять саму КГ.

12Континуум-гипотеза, высказанная Кантором, гласит, что между наименьшим кардинальным

числомℵ0 (которое можно неформально описать как число всех натуральных чисел) и кардинальным

числом 2ℵ0 множества всех его подмножеств нет больше ни одного кардинального числа. Кантор отож-

дествил 2ℵ0 с “числом всех точек” на данной прямой или поверхности (континуум), отсюда и название

гипотезы
13Этой точки зрения, в частности, придерживается профессор Гарвардского университета, ведущий в

мире специалист по теории множеств Хью Вудин (Hugh Woodin, личное сообщение).
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При этом остается открытым вопрос о том, почему эту новую систему аксиом
нужно считать “правильной”. Это невозможно сделать чисто математическим
путем: любые рассуждения на тему того, почему одна система аксиом “более
естественна”, чем другая, носят умозрительный и неформальный характер.
Даже если некто докажет КГ в аксиоматике, выглядящей естественно, он или
она вряд ли сможет утверждать, что эта аксиоматика “единственно правиль-
ная” лишь на том основании, что с ее помощью можно красиво и остроумно
разрешить КГ. Такая ситуация не беспрецедентна: ее можно сравнить с ис-
торией вопроса о параллельных прямых в геометрии 19 века (см. раздел 7.3),
однако она резко выделяется на фоне основного направления развития ма-
тематики, которая сегодня как и сто лет назад вполне успешно занимается
поиском ответов на поставленные вопросы в форме “да или нет”.

Можно предположить, что формальная аксиоматическая основа вы-
являет релятивисткую природу математики, к которой нужно привыкнуть;
этот взгляд делает бессмысленным вопрос о том, истинна ли КГ (или любое
другое математическое утверждение) “на самом деле”; остается лишь понять,
какие аксиомы (совместно с правилами вывода) влекут КГ или ее отрицание,
а какие нет. Говоря более общо, такая точка зрения подразумевает возмож-
ность сведения всех математических высказываний к форме “если . . . то . . .
”: если верно то-то и то-то, значит, верно что-то другое. Поэтому такое пони-
мание математики иногда называют “еслинизмом” (англ. if-thenism). Однако
представление о математике предложенное еслинизмом, на самом деле очень
мало напоминает обычную работу математика. Это замечание в полной ме-
ре относится к математикам работающим в области аксиоматической теории
множеств. Пусть S - это высказывание о том, что КГ независима от аксиом
ZF. Ссылаясь на работы Геделя и Коэна мы выше говорили о S как о твердо
установленном, то есть доказанном, математическом факте (то есть теоре-
ме), не придавая этому утверждению форму “если . . . то . . . ” и не пытаясь
формализовать это утверждение. Стандартное доказательство утверждения
S, которое использует модель L Геделя и построенную методом форсинга
модель Коэна, представляет собой типичный пример математического дока-
зательства, выполненного в “обычной” неформализованной математике, а не
вовсе формальный вывод в рамках какой-то аксиоматической теории. Поэто-
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му последовательный еслинист не может утверждать, что КГ независима от
аксиом ZF, а может только утверждать, что S следует из некоторых предпо-
сылок, которые он обязан в этом случае предъявить в явном виде вместе с
соответствующими правилами вывода и вместе с самим выводом.

Таким образом, несмотря на то, что современная аксиоматическая тео-
рия множеств не использует “наивное” понятие множества в духе Кантора,
а работает с формальными аксиоматическими теориями множеств, она су-
щественно использует неформальные математические доказательства как и
любая другая область современной математики. Это происходит потому, что
исследования в аксиоматической теории множеств по большей части ведут-
ся не в рамках данной теории, а скорее по-поводу данной теории. Другими
словами формальная теория множеств в ее различных вариантах является в
данном случае предметом исследования. Вместо того, чтобы изучать мно-
жества “напрямую” подобно тому, как, допустим, изучаются группы в теории
групп, теория множеств занимается изучением формальных аксиоматических
теорий множеств и их моделей. На наш взгляд, до сих пор неясно, следует
ли считать такой обходной путь к предмету исследования эффективным.

2.2 Бурбаки

2.2.1 Семантическая версия формального аксиоматического метода

Многотомные “Элементы математики” , которые издаются группой ма-
тематиков (преимущественно французских) под коллективным псевдонимом
“Николя Бурбаки” начиная с 1939-го года — это последняя серьезная попытка
создать компендиум основ современной математики по примеру “Начал” Ев-
клида 14. Эта работа имеет в виду другую цель, чем “Основания Геометрии”њ

14Исходное французское название этого труда “Elements de mathematique”, использует необычное для

французского языка единственное число слова “mathematique” (обычно математику на французском на-

зывают “mathematiques”). Эта необычная грамматическая форма подчеркивает цель объединения матема-

тики, которую ставят перед собой Бурбаки. Группа Бурбаки сформировалась в 1935-м году, информацию

о формировании и раннем периоде работе этой группы можно найти в [101]. Первая серия томов “Элемен-

тов” была опубликована в издательстве Эрман (Париж) в период 1939-1976 г. [43]; после конфликта этого

издательства с группой Бурбаки права на публикацию были переданы издательству Шпрингер [44] (через

промежуточных издателей). После длительного перерыва, который продолжался с 1998-го по 2016-й год
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Гильберта 1899 года, также попадающие под вышеприведенное описание.
Вспомним, что “Основания” Гильберта посвящены в основном евклидовой
геометрии, которая в конце 19-го века представляла собой уже лишь очень
небольшую часть того, что тогда называлось геометрией. Достижение Гиль-
берта состояло в том, что он перевел эту старую геометрическую теорию на
рельсы нового аксиоматического метода и показал, как аналогичный подход
может быть использован в более современных областях геометрии таких как
, например, риманова геометрия. Эта последняя часть работы была впослед-
ствии продолжена другими авторами (см., например, монографию Веблена
и Уайтхеда [103]). Таким образом что в “Основаниях” 1899-го года Гильберт
в отличие от Евклида не пытается построить основные математические по-
нятия, необходимые для развития остальной современной ему математики, а
ограничивается тем, что на традиционном примере евклидовой геометрии де-
монстрирует новую версию аксиоматического метода. В свою очередь Бурба-
ки, как и Евклид, имеют своей целью построение самодостаточного введения
в современную им математику. Краткое описание этого проекта, позволяю-
щее увидеть предваряющие его идеи, было опубликовано в 1950 году отдель-
ной статьей [104] (русский перевод [105]). Раздел “Логический формализм и
аксиоматический метод” этой статьи начинается так:

“После более или менее очевидного банкротства различных систем
[. . . ] в начале этого [20-го] века, казалось, почти полностью отказа-
лись от взгляда на математику как на науку, характеризуемую еди-
ным предметом и единым методом; скорее наблюдалась тенденция
рассматривать ее как “ряд дисциплин, основывающихся на частных,
точно определенных понятиях, связанных тысячью нитей ” [106,
p.447], которые позволяют методам, присущим одной из дисциплин,

Бурбаки опубликовали новый том “Элементов” “Алгебраическая топология” [102]; в 2019-м году вышло

новое издание одного из ранее опубликованных томов. Таким образом, проект Бурбаки на сегодняшний

день официально является продолжающимся. На сегодняшний день опубликовано 11 томов “Элементов”

(некоторые из них в нескольких книгах), которые существуют в различных редакциях и изданиях, и

которые по большей части доступны также в переводе на русский и английский языки. Обновляемую

информацию о проекте издания “Элементов математики” Бурбаки можно найти на сайте Ассоциации

сотрудников Николя Бурбаки по адресу at https://www.bourbaki.fr .
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оплодотворять одну или несколько других. В настоящее время, на-
против, мы думаем, что внутренняя эволюция математической на-
уки вопреки внешности более чем когда-либо упрочила единство ее
различных частей и создала своего рода центральное ядро, которое
является гораздо более связным целым, чем когда бы то ни было.
Существенное в этой эволюции заключается в систематизации от-
ношений, существующих между различными математическими тео-
риями; ее итогом явилось направление, которое обычно называют
аксиоматическим методом. ”([105, стр. 101])

После этого признания объединяющей силы аксиоматического мето-
да Бурбаки делают интересный ход: они отделяют его логическую сторону
от другой, которую можно назвать структурной. С точки зрения Бурбаки,
именно этот структурный аспект вносит наибольший вклад в объединяющую
силу аксиоматического метода. Как мы сейчас увидим, здесь Бурбаки апелли-
руют к собственному варианту аксиоматического метода, который несколько
отличается от аксиоматического метода Гильберта:

“Всякая математическая теория являетңся цепочкой высказываний,
которые выводятся друг из друга согласно правилам логики, во
всем существенном совпадающей с логикой, известңной со времен
Аристотеля под названием “формальной логики”, соотңветству-
ющим образом приспособленной к специфическим потребностям
математики. Таким образом, утверждение, что дедуктивное рас-
суждеңние является для математики объединяющим началом, —
тривиальная истина. [. . . ] [Э]то лишь внешняя форма, которую
математик придает своей мысли, орудие, делающее ее способной
объединяться с другими мыслями, и, так сказать, язык, присущий
матеңматике, но не более того. [. . . ]

То, что аксиоматика ставит перед собой в качестве основной цели
— уразумение существа математики, именно этого не может дать
логический формализм, взятый сам по себе. [. . . ] Там, где поверх-
ностный наблюдатель видит лишь две или несколько теорий, со-
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вершенно отличных друг от друга по своему внешнему виду, и где
вмешательство гениального математика приводит к обнаружению
совершенно “неожиданной помощи” [106, p.446], которую одна из
них может оказать другой, там аксиоматический метод учит нас
искать глубокие причины этого открытия, находить общие идеи,
скрывающиеся за детаңлями, присущими каждой из рассматрива-
емых теорий, извлекать эти идеи и подвергать их исследованию. ”
([105, стр. 101-102])

В качестве примера, иллюстрирующего эту точку зрения, Бурбаки об-
ращается к “абстрактной” теории групп; авторы говорят о ней как об аксио-
матической теории, построенной по образцу “Оснований” Гильбрета 1899 года
[1] в виде “системы вещей” (x, y, z, . . . ), удовлетворяющих следующим трем
аксиомам (обозначения Бурбаки здесь заменены на более современные):

G1: x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z (ассоциативность операции ◦)
G2:существует элемент 1 (называемый единицей) такой что для всех

x выполняется равенство x ◦ 1 = 1 ◦ x = x

G3: для каждого элемента x существует элемент x−1 (называемый
обратным элементом для x) такой что x ◦ x−1 = x−1 ◦ x = 1.

Система вещей, удовлетворяющая этим аксиомам, называется груп-
пой. Запись x ◦ y = z выражает абстрактную бинарную алгебраическую опе-
рацию, которую в данном случае можно понимать как (неинтерпретирован-
ное) логическое тернарное отношение. У вышеприведенной аксиоматической
теории групп (в дальнейшем называемой нами GT ) имеется много интерпре-
таций, многие из которых были известны еще до того, как теория групп была
аксиоматизирована: обратимые геометрические преобразования (например,
движения или симметрии) в качестве x, y, z вместе с операцией композиции в
качестве ◦ дают группу геометрических преобразований; целые числа в каче-
стве x, y, z вместе со сложением в качестве ◦ дают аддитивную группу целых
чисел, и т.д.. Но до тех пор пока общее понятие группы не было установлено с
помощью строгого аксиоматического определения, эти примеры не рассмат-
ривались в качестве частных случаев одного и того же понятия (поскольку
такого общего понятия попросту не было!), а случайно открываемые сход-
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ства между различными группами примеров выглядели случайными и часто
загадочными.

Бурбаки приводят в качестве примера теоремы GT следующее выска-
зывание P :
Для всех x, y, z если x ◦ y = x ◦ z, то y = z,
которое почти напрямую следует из G1-3. Однако простота этого примера
делает его совершенно нетипичным для данной теории. Заметим, что среди
объектов теории GT нет абстрактных групп подобно тому, как среди объек-
тов геометрической теории “Оснований” Гильберта 1899 года нет трехмерного
пространства. Каждая модель GT — это область, в которой выполняются все
аксиомы и теоремы GT , то есть некоторая группа; объекты такой области —
это элементы групп, но не сами группы. В то же время теория (абстракт-
ных) групп Бурбаки рассматривает в качестве объектов исследования имен-
но группы: различает их, классифицирует и создает на их основе различные
конструкции, несмотря на то, что GT без дополнительных средств не позво-
ляет даже сформулировать понятие подгруппы. Также следует учесть, что
GT не категорична в обычном теоретико-модельном смысле, что означает,
что не все группы изоморфны между собой. Таким образом аксиомы G1-3

порождают лишь общее понятие абстрактной группы и на этом основании
скорее могут быть отнесены к определениям в традиционном математиче-
ском смысле; теоремы GT вроде P можно сравнить с утверждениями вроде
“у всех треугольников три угла”, непосредственно следующих из определе-
ния треугольника. Однако более интересные теоремы теории групп, как и
теоремы евклидовой геометрии, не могут быть доказаны подобным образом.

Посмотрим теперь, как Бурбаки вводят понятие группы в своем томе
алгебры. Как и в других подобных случаях, они обращаются к теоретико-
множественному представлению; соответствующая теория множеств изложе-
на в первом томе “Элементов” Бурбаки. Теоретико-множественная модельGT
легко строится, если интерпретировать x, y, z элементами некоего множества
G, а групповую операцию ◦ - с помощью декартова произведения множеств,
которое может быть выражено через примитивное отношение принадлежно-
сти. Однако такая модель GT - это только одна определенная группа G, а
вовсе не собрание всех групп, рассматриваемых теорией групп. Так что тео-
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рия групп в изложении Бурбаки — не просто определенная интерпретация
GT , а теория теоретико-множественных моделейGT на базе теории множеств
Бурбаки. Все группы Бурбаки живут в универсуме множеств, являющемся
интерпретацией соответствующей теории множеств. То же самое происходит
и с другими предметами и структурами, рассматриваемыми в “Элементах”.
В этом точном смысле теорию множеств действительно нужно считать осно-
ванием всей математики Бурбаки.

Аксиоматический метод Бурбаки можно более точно описать с помо-
щью понятия сигнатуры. С логической точки зрения сигнатура это список
нелогических символов (или специальных сокращений вроде знака для би-
нарной операции ◦, используемых вместо исходных символических выраже-
ний) данной формальной теории, интерпретируя которые можно получать
различные модели данной теории. Однако с точки зрения работающего ма-
тематика, который читает сигнатуру сразу в интерпретированном виде (то
есть имеет в виду фиксированную стандартную интерпретацию символов),
сигнатура выглядит как спецификация основных составляющих данного ма-
тематического понятия, которое допускает множественные инстанциации и,
возможно, какие-то дальнейшие спецификации. Например, сигнатура для ал-
гебраической группы (в том виде, как это понятие было введено выше)

< G, ◦ >

показывает, что группа представляет собой “подлежащее” (базовое) множе-
ство с определенной на этом множестве бинарной операцией ◦ 15; чтобы пол-
ностью завершить введение понятия группы, остается только добавить, что
множество G и операция ◦ удовлетворяют аксиомам GT. Теперь множество
G с операцией ◦, то есть группа (которую принято в таких случаях обозна-
чать той же самой буквой G), выглядит как произвольная группа общего
вида, которую можно далее инстанциировать (демонстрировать) с помощью
разнообразных “конкретных” и более специальных примеров. Такая нотация
похожа на традиционную математическую нотацию, которая используется,

15Мы здесь рассматриваем упрощенный вариант сигнатуры для группы, который тем не менее годится

для изложения теории групп в духе Бурбаки в обычных университетских курсах. Более продвинутые

варианты этой сигнатуры могут включать указание на арность операции и другие детали, которые зависят

от используемого логического исчисления.
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например, в элементарной геометрии, где запись ABC может обозначать тре-
угольник общего вида, который в конкретных случаях может оказаться рав-
нобедренным, прямоугольным и т.д.. Обратим внимание на то, что эти тради-
ционные геометрические обозначения также выражают важную информацию
о понятии треугольника, а именно тот факт, что всякий треугольник ABC
однозначно определяется своими вершинами A,B,C. Таким образом, мате-
матические рассуждения в стиле Бурбаки, с одной стороны, соответствуют
привычной евклидовой схеме математических рассуждений, а с другой сто-
роны, содержат свидетельства (точнее, ссылки на такие свидетельства) своей
принципиальной переводимости на язык формальных аксиоматических тео-
рий в стиле Гильберта (что не означает, что такой перевод во всех случаях
может быть практически осуществлен). В этом отношении версию аксиома-
тического метода, которую используют Бурбаки, можно считать результатом
компромисса между формальными требованиями метода Гильберта и при-
вычкой математиков к содержательным рассуждениям в духе Евклида (см.
2.2.4).

Тем не менее, обяъснять отклонения подхода Бурбаки от строгих фор-
мальных требований гильбертовской версии аксиоматического метода толь-
ко соображениями о невозможности выполнить эти строгие требования на
практике, на наш взгляд, было бы неправильно. Если интерпретировать сиг-
натуру < G, ◦ > и аксиомы GT содержательно (как множество с операцией,
удовлетворяющей этим аксиомам), как это и задумано авторами, данный спо-
соб аксиоматического представления также нужно считать не формальным,
а содержательным. Однако в отличие от традиционных содержательных рас-
суждений, которые связывают с лингвистическими и символическими выра-
жениями некоторые значения, которые определяются только с помощью тех
же самых выражений, Бурбаки используют для семантических целей специ-
альную теорию построенную в первом томе “Элементов”, а именно теорию
множеств. Это позволяет считать задуманную семантику Бурбаки формаль-
ной семантикой 16. Как мы сейчас увидим этот формальный семантический
характер аксиоматического стиля Бурбаки имеет важное эпистемологическое

16Понятия о формальной семантики нет в явном виде ни у Бурбаки, ни у Гильберта; мы используем

здесь это понятие анахронистически.



91

значение, которое не сводится к “практическим” аспектам математического
образования и математических исследований.

Бурбаки не приводят деталей формальных языков, с помощью кото-
рых они строят свои теории. Вариант такого формального языка представлен
только в первом томе их “Элементов”, посвященном теории множеств. Это га-
рантирует принципиальную (но не практическую) переводимость математики
Бурбаки на язык формальных аксиоматических теорий в стиле Гильберта.
Таким образом с “официальной” точки зрения нотацию Бурбаки, которую
они используют для представления теории групп и всего остального матема-
тического содержания “Элементов”, можно назвать сокращенным вариантом
формального логического синтаксиса. Однако как ясно из их объяснительных
замечаний, некоторые из которых были процитированы выше, эта “сокращен-
ная” семантическая нотация также отражает идею о том, что логические и
синтаксические детали формального представления математических теорий
не являются существенными и релевантными тому математическому содер-
жанию, которое выражено с помощью этой нотации. Согласно этой идее, это
математическое содержание достаточно устойчиво и инвариантно по отноше-
нию к этим выразительным средствам, чтобы допускать разные варианты
нотации. В следующем разделе мы увидим, как Патрик Суппес и другие сто-
ронники семантического подхода к теориям используют и развивают эту
идею за пределами чистой математики (2.3).

2.2.2 Понятие о математической структуре у Бурбаки

В действительности взгляды Бурбаки на семантику их теории в том
виде, в котором они изложены в их манифесте 1950-го года, еще более слож-
ные:

“Мы становимся здесь на “наивную” точку зрения и не касаем-
ся щекотливых вопросов, полуфилософских, полуматематических,
возникших в связи с проблемой “природы” математических “объ-
ектов”. Ограничимся замечанием, что первоначальный плюрализм
в наших представлениях этих “объектов”, мыслимых сначала как
идеализированные “абстракции” чувственного опыта и сохраняю-
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щих всю разнородность этих последних, аксиоматические исследо-
вания XIX-XX в. понемногу заменили унитарной концепцией, сводя
последовательно все математические понятия сначала к понятию
целого числа, затем на втором этапе к понятию множества. Это
последнее, рассматриваемое долгое время как “первоначальное” и
“неопределимое”, было обьектом многочисленных споров, вызван-
ных характером его исключительной общности и весьма туманной
природой представлений, которые оно у нас вызывает. Трудности
исчезли только тогда, когда исчезло само понятие множества (и с
ним все метафизические псевдопроблемы относительно математиче-
ских “объектов” в результате недавних исследований о логическом
формализме. С точки зрения этой концепции единственными мате-
матическими объектами становятся, собственно говоря, математи-
ческие структуры.” [курсив наш- А.Р.]. [105, p. 104-105]

Прокомментируем этот отрывок подробно.
Понятие математической структуры неформально описано в той же

самой статье 1950-го года [104], [105] и проиллюстрировано на примере груп-
повой структуры, который мы уже разбирали выше. Согласно этому описа-
нию математическая структура определяется с помощью задания некоторого
множества и отношений между элементами этого множества. Это неформаль-
ное описание полезно сравнить с формальным понятием структуры, которое
Бурбаки приводят в 4-й главе первого тома “Элементов”. Это сравнение пока-
зывает, что неформальное описание понятия структуры в манифесте 1950-го
года является не просто упрощенным, но переупрощенным, поскольку в нем
отсутствуют указания на существенные моменты этого понятия. То, что в
статье 1950-го года Бурбаки называют структурами, в томе 1939-го года на-
зывается типом структур. Аксиомы теории групп GT определяют такой
тип структур, а именно тип групп. Что такое “индивидуальная” структура
(в частности, “индивидуальная группа”) в этом контексте? Этот вопрос ока-
зывается сложным и не имеющим окончательного ответа. С одной стороны,
критерий тождества для групп и других подобных структур можно заимство-
вать из базовой теории множеств; в этом смысле группы G,G′ тождественны
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только когда тождественны их подлежащие множества (это условие являет-
ся необходимым, но не достаточным!). Однако такой строгий критерий тож-
дества структур не соответствует существующей практике отождествления
изоморфных групп и изоморфных структур любых других типов. Группы
< G, ◦ >,< G′,� > называются изоморфными если существует такое биек-
тивное отображение f между их подлежащими множествами

f : G
∼−→ G′

что для всех g1, g2 из G выполняется f(g1 ◦g2) = f(g1)�f(g2) или, если пере-
вести эту условие на естественный язык, групповые операции определенные
на множествах G и G′ является согласованными. Именно в этом последнем
смысле математики говорят, например о симметрической группе S3 (то есть,
группе перестановок из трех элементов) как об особой индивидуальной груп-
пе. Эта распространенная концепция “равенства с точностью до изоморфиз-
ма” также является составляющей частью идеи Гильберта о том, что изо-
морфные модели одной и той же формальной теории по сути представляют
собой одну и ту же модель. Этот двусмысленный критерий тождества матема-
тических структур (в частности, моделей формальных теорий) невозможно
оставить в стороне в любом обсуждении понятия структуры у Бурбаки, даже
самом неформальном. Этот проблематичный критерий находится в фокусе
продолжающихся философских дебатов по поводу математического струк-
турализма и теоретико-множественного субстанциализма [107]. Как мы
увидим ниже (3.2.5) аксиома унивалентности предлагает неожиданное и
плодотворное разрешение этой двусмысленности.

Интересный момент, который Бурбаки отмечают в статье 1950-го го-
да касается абстрактного характера используемого ими понятия множества.
Этот характер понятия множества, с одной стороны, позволяет проводить
математические рассуждения на высоком уровне общности и абстракции,
а с другой стороны, позволяет инстанциировать математические структуры
разнообразными “конкретными” примерами, которые обычно бывают извест-
ными заранее. Как мы уже подчеркивали, эта черта математики Бурбаки
обеспечивает ее связь с более традиционными способами математического
рассуждения, что было важной составляющей успеха этого нового подхода
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(даже если этот успех был ограниченным, как мы увидим ниже).
Поскольку “Элементы” Бурбаки были задуманы как математический

компендиум подобный “Началам” Евклида, а не как философский или ло-
гический трактат, нежелание авторов уходить в философские и логические
вопросы оснований математики вполне объяснимо. В этом же ключе можно
понять желание авторов использовать понятие множества, избегая при этом
обсуждения связанных с этим понятием спорных моментов. Однако слова
авторов об “исчезновении множеств в результате недавних исследований о
логическом формализме” требуют дополнительного разбора. Ссылки, кото-
рые дают авторы, указывают на обзорные статьи на тему логических осно-
ваний математики и мало проясняют ситуацию. Мы предполагаем, что под
“недавними исследованиями о логическом формализме” Бурбаки здесь име-
ют в виду всю совокупность работ по основаниям математики, мотивиро-
ванных гильбертовской идеей о теории как “схеме понятий”. Такой акцент на
формальном аспекте математики по-видимости противоречит тому, что было
сказано выше о семантическом характере аксиоматического подхода Бурба-
ки. Однако на практике Бурбаки удается совместить эти две конфликтующие
идеи, которые направляют их исследования. Посмотрим более внимательно,
как устроена эта комбинация.

Разговор об “исчезновении множеств” указывает на проблемный эпи-
стемический статус понятия множества в математике Бурбаки. Этот про-
блемный статус проявляет себя также в распространенном описании алгеб-
раических групп и других математических объектов построенных по рецеп-
ту Бурбаки как “множеств с дополнительной структурой”. В случае группы
такая дополнительная структура — это групповая операция удовлетворяю-
щая аксиомамGT. Такое описание противоречит данному выше определению
группы как структуры, которая включает в себя множество и групповую
операцию определенную на этом множестве. Является ли множество частью
данной структуры или нет? Здесь мы снова приходим к спору математиче-
ского структурализма с теоретико-множественного субстанциализмом,
который относится к тому типу философских споров, которые Бурбаки по-
следовательно избегают. Тем не менее, в приведенной выше цитате Бурба-
ки определенно указывают именно на структуралистскую опцию. Понятие
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“самодостаточной структуры” не нуждающейся в подлежащем множестве не
имеет в “Элементах” Бурбаки никакого строго определения. Однако Бурбаки
используют это понятие в практическом смысле, систематическим образом
пренебрегая деталями их собственной теории множеств и связанного с этой
теорией логического аппарата и игнорируя тот факт, что этот аппарат пред-
ставляет собой “официальное” логическое основание всей их математики. В
соответствии с этой позицией они используют в теории групп и других раз-
делах математики “язык теории множеств”, не вдаваясь в детали этого язы-
ка и совмещая таким образом свой “семантический подход” с вниманием к
формальным математическим структурам. Вот как этот практический ком-
промисс описан в неопубликованном черновике Бурбаки, который являюется
частью подготовительных материалов первого тома “Элементов” 17:

“Читатель увидит, что природа элементов фундаментальных мно-
жеств всегда может считаться неопределенной, и что эта точка зре-
ния зачастую полезна. Отсюда лишь один шаг до мысли, что важна
лишь структура, и что подлинная цель математической теории -
изучение структур независимо от множеств, их представляющих.
Не исключено, что такой подход, исключающий рассмотрение фун-
даментальных множеств, возможен. Однако из соображений общно-
сти языка и неустранимой привычки разума мы выбрали онтологи-
ческий подход, а именно, введение для каждой теории фундамен-
тальных множеств.” ([108])

Таким образом, понятие самодостаточной математической структуры
остается у Бурбаки благим пожеланием или, говоря более философским язы-
ком, регулятивной идеей в кантовском смысле слова. Идея Гильберта о тео-
рии как понятийной схеме мотивирует структурализм Бурбаки, но не дает
очевидной возможности определять математические структуры без исполь-
зования понятия множества.

Неформальное структуралистское понятие о “математическом рассуж-
дении с точностью до изоморфизма” можно уточнить (анахронистически, ис-

17Дата написания этого черновика отсутствует, но по всей видимости он написан до выхода в свет

первого тома “Элементов” в 1939
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торические детали можно найти в [109]) с помощью следующего принципа
эквивалентности для изоморфизмов (IEP):

Пусть G,H это две изоморфные математические структуры одного
типа T (в смысле Бурбаки). Тогда для любого структурного свойства P

верно, что структура G обладает свойством P тогда и только тогда, когда H
обладает свойством P . В символах:

∀P. (G ∼= H)⇒ (P (G)↔ P (H))

Принято также говорить, что структурные свойства в указанном вы-
ше смысле являются инвариантными по отношению к T -изоморфизмам (то
есть изоморфизмам структур данного типа T ).

Изучение T -структур с точностью до изоморфизма состоит в том, что
во внимание принимаются только изоморфизм-инвариантные свойства этих
структур, то есть только структурные свойства. Другие свойства этих струк-
тур относятся к их теоретико-множественным основаниям или к их нефор-
мальным представлениям, но не к теории T -структур в желаемом смысле
слова. Подчеркнем, что мы сейчас говорим о теории T -структур не как о
формальных аксиоматических теориях в гильбертовском смысле слова, а как
о теориях построенных с помощью семантического метода Бурбаки (которые
представляют собой теории теоретико-множественных моделей соответству-
ющих аксиоматических теорий).

Покажем как применяется IEP в случае теории групп. Рассмотрим
две изоморфные группы: полную группу перестановок букв a, b, c, обозначим
эту группу Γ, и группу ∆ симметрий правильного евклидова треугольника.
Согласно IEP, к теории групп относятся только изоморфизм-инвариантные
свойства групп Γ, ∆ тогда как свойства букв a, b, c и геометрические свойства
треугольника к этой теории не относятся — при том, что эти детали могут
быть важными и релевантными в других математических и нематематиче-
ских контекстах. Поэтому в контексте теории групп Γ и ∆ можно считать
различными представлениями одной и той же симметрической группы S3. В
случае других типов структур IEP используется аналогичным образом.

IEP имеет различные практические, математические, естественно-
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научные и философские основания и мотивации, некоторые из которых мы
рассмотрим ниже (3.2.5) Сейчас нам достаточно зафиксировать, что этот
принцип по отношению к математике в стиле Бурбаки является консти-
тутивным в том смысле, что он определяет ее предмет исследования: ма-
тематические структуры с точностью до изоморфизма. В мы рассмотрим
более общий принцип эквивалентности, который используется в теоретико-
категорной математике.

2.2.3 Бурбаки и математическое образование

“Элементы математики” Бурбаки — это наиболее значительная и са-
мая систематическая работа среди большого количества других математи-
ческих трудов созданных в тот же исторический период, направленных на
обновление математического образования и математической исследователь-
ской практики. Некоторые из этих других работ были сделаны под влиянием
Бурбаки, некоторые другие следовали тому же тренду независимо. Хотя си-
стематический обзор этой обширной литературы выходит за пределы нашей
задачи, ниже мы приводим краткое описание основных моментов связанных
с этими тенденциями реформ преподавания школьной математики.

Первые попытки использования аксиоматического подхода в духе
Гильберта в школьном образовании относятся к началу 20-го века. В США
такие попытки связаны в первую очередь с именем Георга Халстеда (George
Bruce Halsted, 1853-1922) который перевел на английский язык некоторые
работы Лобачевского, а в 1904-м году опубликовал учебник элементарной
геометрии, который назывался “Рациональная геометрия” и был основан на
“Основаниях геометрии” Гильберта [110]. В то же время в России Вениамин
Федорович Каган опубликовал свой вариант аксиоматического изложения
геометрии в новом духе, в котором автор опирался не только на Гильбер-
та, но и на работы Пери и других итальянских математиков круга Пеано [3];
второй том этого фундаментального труда содержит очень полезный истори-
ческий очерк развития аксиоматической геометрии от Евклида до Гильберта
[4]. Влияние этих новаторских работ на школьное образование того времени
требует специального исторического исследования, но представляется оче-
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видным, что это влияние было очень ограниченным.
Важная попытка реформировать школьное математическое образова-

ние в соответствии с новыми стандартами на национальном уровне была пред-
принята в США в конце 1950-х годов. Эта реформа известная в США под
названием “Новой Математики” (New Math) была предпринята в ответ на
запуск Советским Союзом первого искусственного спутника в 1957-м году
и нацелена на усиление технологической и интеллектуальной мощи Амери-
ки [111]. “Новая Математика” предполагала использование аксиоматическо-
го подхода в духе Бурбаки начиная с младших классов школы и вызвала
ожидаемое сопротивление со стороны большей части учителей и родителей
учащихся. Более важно, что эта реформа была также подвергнута резкой
критики со стороны части профессионального математического и научного
сообщества, которая включала таких выдающихся ученых как Ричард Фей-
нман [112]. Мнение о том, что “Новая Математика” представляет собой пе-
дагогическую ошибку оказалось превалирующим уже в начале 1970-х годов
[113], и от этой спорной реформы скоро отказались.

Интересно, что в Советском Союзе похожая по духу реформа школь-
ной математики началась практически одновременно с американской “Новой
Математикой”. В 1959-м году В.Г. Болтянский, Н.Я. Виленкин и И.М. Яглом
опубликовали программную статью, в которой авторы призывали к ради-
кальному обновлению содержания школьных программ по математике [114].
Хотя предложенная Болтянским, Виленкиным и Ягломом новая программа
и не предполагала использования аксиоматического подхода в духе Бурбаки,
когда уже в конце 1960-х годов реформа преподавания математики в школе
была поддержана на государственном уровне, за основу был принят использу-
ющий подход в духе Бурбаки вариант новый программы подготовленный кол-
лективом ведущих математиков и педагогов под общим руководством А.Н.
Колмогорова [115]. Судьба это реформы была аналогичной судьбе американ-
ской “Новой Математики”: под давлением недовольных школьных учителей
и родителей школьников, а также принципиальных противников этой рефор-
мы среди математиков, к концу 1970-х годов эта реформа была свернута и
новые школьные учебники математики вновь уступили свое место более тра-
диционным.
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Важно подчеркнуть, что обе эти национальные реформы не проходи-
ли в изоляции, но были частью международного движения направленного на
реформу математического образования, в котором, как это и следовало ожи-
дать, ведущую роль играли французские математики включая некоторых
членов группы Бурбаки. Член группы Бурбаки Андре Лишнерович (André
Lichnerowitcz), который был главной фигурой похожей реформы школьно-
го математического образования во Франции, в 1963-1966 годах был так-
же Председателем Международной комиссии по математическому образова-
нию Международного союза математиков. На содержание новых школьных
учебников математики подготовленные в рамках Колмогоровской реформы
большое влияние оказали, в частности, дискуссии на образовательной секции
Международного конгресса математиков, который в 1966-м году проводился
в Москве.

Взлет и падение подхода Бурбаки в математическом образовании (ко-
торые также включали реформы преподавания математики в высшей школе,
о которых мы не упомянули в приведенном выше коротком обзоре) имели
много причин и последствий, обсуждение которых далеко выходит за рам-
ки данной работы. Однако по крайней мере один аспект этой истории имеет
к нашему исследованию самое прямое отношение. Сторонники и противни-
ки использования подхода Бурбаки в математике и математическом обра-
зовании согласны в том, что этот подход не помогает или даже затрудняет
находить приложения математики в естественных науках и в технике. Раз-
ница между сторонниками и противниками Бурбаки по отношению к этому
вопросу состоит в том, что они различным образом оценивают это обстоя-
тельство в зависимости от своих общих взглядов на природу математику и
характер взаимных отношений между математикой и естественными наука-
ми. Выдающийся американский математик Маршал Стоун (Marshall Stone),
который был одним из лидеров движения за “Новую Математику”, в своей
статье 1961-го года озаглавленной “Революция в математике” следующим об-
разом описывает свое понимание этого вопроса:

“С 1900-го года произошло несколько важных изменений в нашем
представлении о математике и наших взглядах на нее. Изменение,
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которое было поистине революционным, состояло в открытии того
обстоятельства, что математика никак не зависит от физического
мира.” [116, p.716].

Употребление местоимения “наш” в этом контексте является чисто
риторическим. Трудно сказать, отдавал ли Стоун себе отчет в том, что
(не)зависимость математики от физического мира это не математическая ги-
потеза, которую можно подтвердить или опровергнуть с помощью матема-
тического доказательства. Но он точно был в курсе того обстоятельства, что
значительная часть его коллег придерживалась совсем других взглядов на
математику. Например, ярый критик Бурбаки В.И. Арнольд формулирует
свою позицию по этому общему вопросу так:

“Математика — часть физики. Физика — экспериментальная есте-
ственная наука. Математика — часть физики, в которой экспери-
менты дешевы. ”[117, p. 229].

Заметим, что взгляды Арнольда по этому вопросу совпадают со вы-
водами Кассирера, которые в философском отношении намного тоньше про-
работаны. Напомним уже цитированные выше слова Кассирера о том, что
“логические и математические понятия не должны быть инструментами для
конструирования метафизических “мысленных миров”: их назначение состоит
в том, чтобы применяться в естественных науках. ” (См. 1.2.2 выше.)

Поскольку научное сообщество, представители индустрии и налого-
плательщики обычно ожидают, что результаты математических исследова-
ний найдут применения в науке и технике, проблема взаимных отношений
между математикой, наукой и техникой имеет очевидный прагматический
аспект. Однако, как показывают приведенные выше цитаты эта проблема
имеет также и эпистемологический аспект. Заслуживает внимания то обсто-
ятельство, что процитированные выше высказывания сделаны не в ходе фи-
лософского спора о природе математике, а в ходе обсуждения проблем ма-
тематического образования и использования в нем подхода Бурбаки. Можно
задать вопрос о том, насколько эти высказывания релевантны обсуждаемой
теме. Ведь “Элементы математики” Бурбаки это чисто математическая ра-
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бота, и как ясно заявляют Бурбаки в своем манифесте 1950-го года, фило-
софская дискуссия о природе математики не является частью содержания
этой работы. На наш взгляд, что эти философские высказывания математи-
ков является релевантными обсуждаемой теме, но чтобы анализировать эти
высказывания корректно, необходима некоторая методологическая осторож-
ность. Наш методологический подход состоит в данном случае в следующем.

Предложенная Бурбаки аксиоматическая архитектура математики ма-
тематических теорий имеет чисто математическое и логическое содержание,
которое можно и во многих контекстах нужно отделять от эпистемологиче-
ских и философских идей так или иначе связанных с этим содержанием —
при понимании того обстоятельства, что такое различение математическо-
го и философского содержания в области логических оснований математики
является неочевидным и само по себе представляет собой сложную эпистемо-
логическую задачу. Математическое содержание “Элементов” Бурбаки само
по себе не влечет за собой каких-то определенных утверждений философско-
го характера и допускает различные философские и эпистемологические ин-
терпретации. Однако “Элементы” Бурбаки как и любая другая аналогичная
работа в области оснований математики не является нейтральной по отно-
шению к своим возможным эпистемологическим интерпретациям, поскольку
она с легкостью допускает интерпретации задуманные ее авторами и с трудом
поддается (или не поддается вовсе) некоторым альтернативным интерпрета-
циям. В этом смысле можно говорить о том, что подход Бурбаки поддер-
живает определенную эпистемологическую концепцию математики, которая
не придает значения традиционным связям между математикой, наукой и
техникой и ослабляет эти связи на практике.

Вопрос о том, почему теоретико-множественная математика Бурбаки
оказывается такой недружественной по отношению к науке и технике, мы
обсудим ниже (см. 4.3) Заметим здесь только, что ответ на него существен-
но зависит от концепций науки и техники, которые также являются пред-
метом философской дискуссии. Что касается математического образования,
то на нам представляется очевидным, что отказ от реформ в духе Бурбаки
и возврат к более традиционным учебникам не может быть окончательным
решением. Вслед за Ловером и многими другими работающими математика-
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ми мы считаем, что математическое образование и основания математики не
должны расходиться в разные стороны. В этом отношении мы сочувственно
относимся к попыткам реформирования математического образования в 20-
м веке в духе новых теоретико-множественных оснований математики. Тот
факт, что такие реформы оказались неуспешными несмотря на предпринятые
усилия, на наш взгляд, можно считать аргументом (одним из ряда других) в
пользу перестройки этих оснований.

2.2.4 Бурбаки и Евклид

Знакомство со структурой теорем и проблем в “Началах” Евклида (см.
1.1 выше) может заставить читателя подумать, что в этом случае мы име-
ем дело архаическим способом математического мышления, который не имеет
никакого отношения к современной математике. Однако это не так. На самом
деле евклидова структура проблем и теорем по крайней мере в общих чертах
сохраняется и в теоремах современной математики, использующей теоретико-
множественный язык в духе Бурбаки. Мы продемонстрируем это на примере
взятой наугад теоремы из популярного учебника по функциональному ана-
лизу А.Н. Колмогорова и С.В. Фомина :

[118, стр. 100]:

Теорема 3:

Замкнутое подмножество компактного пространства компактно.

Доказательство:

Пусть F замкнутое подмножество компактного пространства T и
{Fα} - произвольная центрированная система замкнутых подмно-
жеств подпространства F ⊂ T . Тогда каждое Fα замкнуто и в T ,
то есть {Fα} - центрированная система замкнутых множеств в T .
Следовательно ∩Fα 6= ∅. В силу Теоремы 1 отсюда следует компакт-
ность F .

Хотя эта теорема представлена в обычной для современной матема-
тики бинарной форме утверждение-доказательство, ее евклидова структура
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восстанавливается без труда и без необходимости прибегать к парафразам и
интерпретациям:

<предложение:>

Замкнутое подмножество компактного пространства компактно.

<выставление (экспозиция):>

Пусть F замкнутое подмножество компактного пространства T

<ограничение: отсутствует>

<построение:>

и <пусть> {Fα} - произвольная центрированная система замкнутых
подмножеств подпространства F ⊂ T .

<доказательство:>

Тогда каждое Fα замкнуто и в T , то есть {Fα} - центрированная
система замкнутых множеств в T . Следовательно ∩Fα 6= ∅. В силу
Теоремы 1 отсюда следует компактность F .

<заключение: отсутствует> Отсутствующее ограничение может быть сфор-
мулировано так:

Я говорю, что F - компактное пространство

тогда как заключение должно представлять собой буквальный повтор пред-
ложения теоремы. Ясно, что эти элементы в данном контексте не имеют
важного значения и могут быть опущены из соображений экономии. Чтобы
разграничить в данном случае построение и доказательство более точно,
следовало бы сначала “построить” множество ∩Fα в построении, а затем уже
утверждать что это множество непусто в доказательстве. Однако это откло-
нение от стандартной евклидовой структуры также не представляется нам
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существенным. Читатель может самостоятельно убедиться в том, что эта тра-
диционная схема математического рассуждения повсеместно используется в
современной математике.

2.3 Аксиоматический метод в естественных науках и технике 20-

го века

В данном разделе дается общий обзор существующих аксиоматиче-
ских подходов в естественных науках, компьютерных науках и в философии
науки. Разбор конкретных физических и других естественно-научных теорий
с аксиоматической точки зрения выходит за рамки настоящей работы.

2.3.1 Физика

В 1900 г. на международном математическом конгрессе в Париже
Гильберт публично представил свой ставший впоследствии знаменитым спи-
сок из 23 нерешенных математических проблем [119]. Шестым номером в
этом списке идет проблема аксиоматизации фундаментальных физических
теорий. Эта проблема до сих пор остается в основном открытой, а по поводу
ее актуальности для современной науки высказываются различные и зача-
стую полярные мнения.

Известные на сегодняшний день попытки аксиоматического представ-
ления физических теорий можно условно разделить на два основных типа.
Аксиоматические представления первого типа используют понятие формаль-
ной аксиоматической теории в духе Гильберта. Представления второго типа
используют традиционное неформальное понятие об аксиоматической тео-
рии в сочетании (в некоторых случаях) с идеей неклассической квантовой
логики. Если попытки первого типа принадлежат исключительно логикам и
философам науки, то попытки второго типа принадлежат в основном самим
физикам. Как мы сейчас увидим, на сегодняшний день “аксиоматика логи-
ков и философов” и “аксиоматика физиков” существенно отличаются друг от
друга — вплоть до того, что значительная часть логического и философского
сообщества вовсе не признает аксиоматические построения физиков в каче-
стве таковых. Таким образом, в современной физике вопрос об адекватности
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“аксиоматического подхода логиков” существующей научной практике стоит
еще более остро, чем в чистой математике. Тем не менее, на наш взгляд, зада-
ча конвергенции различных подходов к аксиоматизации физических теорий
не является безнадежной.

Подробный обзор исследований в области аксиоматизации физики до
1972-го года, а также содержательную дискуссию о значении аксиоматиче-
ского метода в физике можно найти у Бунге [120], [121]; в этих же работах
Бунге описывает и свои собственные попытки аксиоматизации физических
теорий. Работа самого Бунге так же как и большинство рассматриваемых в
его книге более ранних работ, относится к физической аксиоматике перво-
го типа (“аксиоматика логиков и философов”). Следуя Тарскому [122], [123]
Бунге формулирует основные предпосылки своего подхода к аксиоматизации
физики следующим образом:

“Существует единственная теория, которая строится с нуля, а имен-
но математическая логика. [..] Все другие теории предполагают по
меньшей мере логику и как правило используют дополнительные
предположения. Говоря более точно, минимальная теория, которую
всякая математическая и вообще всякая научная теория принимает
как данность - это обычная [то есть классическая] двузначная логи-
ка предикатов [по-видимому, первого порядка] дополненная микро-
теорией тождества. Эта минимальная теория необходима и доста-
точна для того, чтобы анализировать понятия, формулы и рассуж-
дения в науке и в математике —точнее говоря для того, чтобы ана-
лизировать их форму. Любое математическое или научное выска-
зывание в формальном аспекте представляет собой формулу этого
исчисления; всякое правильное рассуждение подпадает под схему
вывода, которая определяется той же самой теорией. ”[121, p. 136]

Автор называет свое только что процитированное суждение “общим
местом” (platitude, ibid.) очевидно имея в виду то обстоятельство, что его
точка зрения в данном случае не является оригинальной. Однако это вовсе
не означает, что эта точка зрения разделяется (или разделялась во время
выхода в свет книги Бунге) в равной мере всеми заинтересованными сторо-
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нами, включая всех без исключения физиков, логиков и философов. Прежде
чем мы рассмотрим важные возражения и некоторые альтернативные под-
ходы, подчеркнем, что только что процитированное суждение Бунге носит
нормативный, а не описательный характер; оно говорит нам о том, как фи-
зики (или любые другие теоретики ) должны строить свои теории, а вовсе
не о том, как они это на самом деле делают. Попытка Бунге аксиоматизи-
ровать физику представляет собой попытку перестройки физики по заранее
заданной схеме. Хотя эта задуманная перестройка касается только формы,
но не содержания физической теории, в данном случае речь идет о предъ-
явлении к физическим теориям определенных требований, которые принято
называть формальными требованиями. Предъявляя такого рода требования
к физической теории, Бунге исходит из того, что вопрос о форме физиче-
ской теории находится в компетенции не физиков, а логиков и философов и
может быть решен независимо от любых физических соображений. Кроме то-
го Бунге считает, что общий ответ на этот вопрос уже известен: логическая
форма физической и любой другой научной теории описывается понятием
аксиоматической теории в смысле Гильберта, которое использует классиче-
скую логику первого порядка (также известная как классическое исчисление
предикатов или CFOL).

В предыдущей главе мы уже рассмотрели некоторые исторические и
философские основания такого подхода. Укажем теперь на некоторые альтер-
нативы этому подходу. Фундаментальное возражение против подхода Бунге,
которое сделал Патнем [124]. Согласно Патнему, логическая часть физиче-
ской теории подлежит эмпирической проверке наравне с любой другой ча-
стью этой теории. Поскольку квантовая теория (а) является эмпирически
проверенной с высокой степенью надежности и (б) приводит к логическим па-
радоксам, есть смысл скорректировать обычно используемую классическую
логику заменив ее на подходящую квантовую логику, в которой таких пара-
доксов не возникает. Использовать старую логику в новой фундаментальной
физической теории, с точки зрения Патнема, значит недооценивать степень
новизны этой новой теории. Критический разбор аргументов Патнема и ин-
тересные контраргументы можно найти у Даммита [125]. Со своей стороны
мы заметим, что стандартная архитектура аксиоматических теорий, которую
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использует Бунге, допускает использование вместо CFOL других логических
исчислений, включая различные варианты квантовой логики. Поэтому во-
прос об адекватности подхода Бунге не сводится к вопросу о выборе базового
логического исчисления, но включает в себя и вопрос об адекватности вы-
бранной аксиоматической архитектуры. Ниже мы описываем новую аксиома-
тическую архитектуру, которая может помочь решить проблему адекватного
представления научных теорий (см. 4.2-3).

Идея о том, что с квантовой теорией может быть связана особая
неклассическая логика, была впервые высказана фон Нейманом в книге 1932-
го года [126], которую этот автор рассматривал в качестве попытки аксиома-
тического построения квантовой теории; более систематично и основательно
понятие о квантовой логике было введено фон Нейманом и Биркгофом в
статье 1936-го года [127]. Работа фон Неймана определенно относится к “ак-
сиоматике физиков”; в отличие от работ Бунге книга фон Неймана [126] стала
классической в своей области и оказала существенное влияние на дальней-
шее развитие квантовой теории. Реакция Бунге на эту работу фон Неймана
является типичной и хорошо характеризует непростые взаимные отношения
между логиками интересующимися физическими приложениями своей нау-
ки, с одной стороны, и физиками пытающимися пользоваться логическими
методами и подходами, с другой стороны:

“Ошибочно думать, что фон Нейман действительно построил ак-
сиоматические основания квантовой механики. В его изложении
отсутствуют все характеристики современной аксиоматики: он не
предъявляет своих предпосылок, не указывает основные понятия
своей теории, не перечисляет основные предположения (аксиомы),
не предлагает последовательной физической интерпретации свое-
го формализма. В его изложении много противоречий и наивных
утверждений философского характера. И тем не менее, по какой-то
странной причине эта работа считается образцом физической акси-
оматики.” ([121, р. 132]

Бунге совершенно прав в том, что изложение фон Неймана даже при-
близительно не удовлетворяет тем стандартам аксиоматической теории, на
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которые ориентируется сам Бунге и которые он называет “современными”. В
частности, в ней отсутствует всякое четкое разделение синтаксиса от семан-
тики, которое является базовым для формального аксиоматического метода.
Теорию фон Неймана можно считать аксиоматической только в самом общем
смысле, который подразумевает четкое выделение набора первых принципов.
Такой же неформальный характер имеют и другие известные попытки акси-
оматизации физических теорий, которые мы выше назвали “аксиоматикой
физиков”. Кроме классической книги фон Неймана в этом ряду необходимо
также упомянуть (не упомянутую Бунге) важную работу Маки [128]; более
свежий обзор можно найти в [129], см. также [130].

Идея формального аксиоматического построения квантовой теории на
основе квантовой логики была выдвинута — но не реализована в соответствии
с существующими в то время логическими стандартами — ученицей де Брой-
ля Паолеттой Феврие [131]. Эта работа была подвергнута жесткой критике
Суппесом и МакКинзи [132], по мнению которых проект Феврие требовал
полной перестройки успешно используемой в квантовой теории классической
математики и поэтому был заведомо нереалистичным. В статье 1974-го го-
да с говорящим названием “Лабиринты квантовых логик” [133] ван Фраассен
предпринял попытку переформулировать ранее высказанные фон Нейманом,
Рейхенбахом и некоторыми другими авторами неформальные соображения о
квантовой логике в соответствии с принятыми в философском сообществе
логическими стандартами. Результатом этой работы стало не одно опреде-
ленное логическое исчисление, а описание целого семейства таких исчисле-
ний. В 2004 году такого же рода работа была проделана Чиарой, Джунтини
и Гричи в отношении более новых исследований в области квантовой логи-
ки [129]; авторы приходят к ожидаемому выводу о том, что на протяжении
четверти века после публикации статьи ван Фраассена “лабиринт квантовых
логик становился все более и более лабиринтным” (op. cit. стр. 268-269). Эти
исследования могут представлять значительный интерес с логической и фи-
лософской точек зрения, но при этом они очевидным образом очень мало
связаны с современной физической теорией.

Хотя логические подходы сегодня практически не используются в тео-
ретической физике, исследования связанные с 6-й проблемой Гильберта про-
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должаются и сегодня. В качестве примера укажем на работу Андрека и Неме-
ти, которые используют аксиоматическое представление Специальной и Об-
щей теории относительности [134].

2.3.2 Биология

Среди ранних попыток аксиоматического построения биологической
теории следует упомянуть работу Вудгера 1937-го года [135]. Проект Вудгера
имел практическую направленность в том смысле, что ставил своей целью по-
строения биологической теории в соответствии со стандартами формальной
логической строгости в духе Тарского (с которым Вудгер лично сотрудничал
во время написания этой книги). Подобно тому, как это случилось в матема-
тике и физике, эта попытка непосредственного применения в научной практи-
ке понятия теории сформулированного логиками и философами не получила
значительного развития в сообществе биологов [136] и кроме того подверглась
жесткой критике со стороны более молодого поколения философов биологии
[137]. Интересно заметить, что как сторонники, так и противники идеи ис-
пользования формальных логических методов в биологии часто говорят об
этом как о переносе в биологию методов точных наук включая математику
и физику: сторонники логических методов считают, что это может помочь
биологии стать такой же точной наукой, как математика и физика, а против-
ники этих методов аргументируют, что специфика биологии и ее предмета
исследования не позволяет использовать в этой науке формальные инстру-
менты заимствованные из точных наук. Нам эти аргументами представляют-
ся неосновательными независимо о того, для какой цели они используются,
поскольку, как мы только что показали, использование логических методов
в математике и физике сталкивается с аналогичными трудностями.

Известные нам более поздние попытки аксиоматизации биологических
теорий (и фрагментов таких теорий) ставят своей целью логический и эпи-
стемологический анализ этих теорий и не предполагают непосредственного
использования формальных логических методов в биологических исследо-
ваниях и в биологическом образовании. В качестве свежего примера такой
работы см. [138], где также можно найти обширные ссылки на более раннюю
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литературу.

2.3.3 Семантическая точка зрения на научные теории

Важное событие , которое некоторые авторы называют “революци-
ей” [139], случилось в 1950-х годах в Стэнфордском университете, когда П.
Суппеса и его сотрудники предложили новый подход к аксиоматическому
представлению физических и других научных теории [140]. Сторонники но-
вого подхода назвали свою точку зрения “семантической” (semantic view) или
“непропозициональной” (non-statement view), противопоставляя ее общепри-
нятой на то время гильбертовской точке зрения на аксиоматический метод,
которую они характеризовали как “синтаксическую” [141]. В соответствии
с семантической точкой зрения научную теорию нельзя отождествлять с
множеством аксиом и теорем выраженных с помощью подходящих симво-
лических синтаксических средств даже если снабдить такие синтаксические
конструкции фиксированными интерпретациями или определить класс таких
возможных интерпретаций. (Именно так теории отождествляются в рамках
гильбертовского подхода, который сторонники нового метода называют “син-
таксическим”.) Вместо это научные теории нужно отождествлять с опреде-
ленными классами моделей, которые, вообще говоря, могут допускать раз-
личные варианты аксиоматизации связанные с различными выборами син-
таксиса. Хотя термин “модель” по видимости используется в логике и в есте-
ственных науках, Суппес аргументирует, что понятие модели (формальной
теории) введенное Тарским, которое легло в основу стандартной семанти-
ки CFOL и современной математической теории моделей, применимо во всех
заслуживающих внимания случаях [142], [143]. Идея Суппеса о том, что науч-
ные теории в определенном смысле инвариантны по отношению к их возмож-
ным аксиоматическим представлениям была в большой степени мотивирова-
на понятием и ролью инвариантности в геометрии и физике. В соответствии
с физической аналогией выбранное аксиоматическое представление данной
теории можно сравнить с математическим описанием физического объекта
или процесса сделанным в определенной системе отсчета при использова-
нии фиксированных координат. Корректное использование такого описания
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предполагает способность выделять в нем инвариантные черты, которые не
зависят от выбора системы отсчета и поверхностные черты, которые не вы-
ражают никакого объективного физического содержания [143, p. 99].

В техническом отношении “стэнфордская революция”, связанная с се-
мантической точкой зрения на научные теории, состояла в учете формаль-
ной семантики CFOL и теории моделей первопорядковых формальных тео-
рий (которые незадолго до этого события были разработаны А. Тарским) и
в замене аксиоматического метода в его исходной гильбертовской форме ме-
тодом теоретико-множественного аксиоматического представления теорий в
стиле Бурбаки. Сказанное выше об отличиях аксиоматического метода Бур-
баки от аксиоматического метода Гильберта в математике (2.2.1) применимо
и к аксиоматическому методу в стиле Бурбаки, который Суппес и его после-
дователи используют для представления естественно-научных теорий. О на-
чальном периоде развития семантической точки зрения на научные теории
можно подробно прочитать у Супе [144, p. 3-5], а современный обзор этой
истории можно найти у Халворсона [141].

Начиная с 1970-х годов семантическая точка зрения на научные тео-
рии получила дальнейшее развитие в работах Снида [145], Штегмюллера
[146], Бальцера и Мулинеса (в сотрудничестве со Снидом) [147], ван Фра-
ассена [148]; впоследствии к этому проекту присоединились и другие иссле-
дователи [149] [150]. Штегмюллер, Бальцер и Мулинес фундируют при этом
свой формальный подход в стиле Бурбаки с помощью своей версии философ-
ского структурализма. Можно аргументировать, что работа проведенная в
рамках этого большого проекта позволила прояснить логическую структуру
ряда научных теорий и взаимные отношения между этими теориями. Однако,
на наш взгляд, важно при этом подчеркнуть, что “семантические” аксиома-
тические представления естественно-научных теорий на сегодняшний день не
играют никакой роли в естественных науках и по всей видимости не имеют
перспектив для такого рода использования в будущем. Это, в частности, каса-
ется научного образования. Несмотря на неоднозначные оценки роли Бурбаки
в математической практике и в математическом образовании 20-го века тот
факт, что эта роль была очень значительной, является несомненным. Однако
предпринятая Суппесом и его последователями попытка использовать метод
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Бурбаки в естественных науках не была в практическом отношении успешной
и не получила в естественных науках никакого развития. Более основатель-
ных анализ семантической точки зрения на научные теории представлен в
разделе 4.3, где будет показано, что усовершенствование метода Гильберта
предложенное сторонниками этой точки зрения является недостаточным, и
где будет описан новый аксиоматический подход к решению этой проблемы

2.3.4 Компьютерные и инженерные науки

C возникновением компьютерной науки и компьютерной революцией
второй половины 20-го века аксиоматический метод и вообще логические под-
ходы в математике и естественных науках приобрели новую значимость. Тра-
диционное понятие о представлении знаний (Knowledge Representation, KR)
имеет две стороны: практическую и теоретическую. В практическом плане с
задачами представлением знаний регулярно сталкиваются работающие уче-
ные подготовке статей и монографий, редакторы научной литературы, уни-
верситетские преподаватели и авторы учебных пособий. В теоретическом
плане представлением знаний занимаются философы и историки науки, спе-
циалисты в теоретической педагогике и некоторые другие специалисты. Это
положение вещей остается в силе и сегодня. Вместе с тем в настоящее время
KR также является областью исследований по искусственному интеллекту
(AI), областью программной инженерии и уже работающей цифровой тех-
нологией, имеющей промышленные применения. Связь между цифровыми
KR технологиями и формальными логическими методами включая стандарт-
ный аксиоматический метод в стиле Гильберта не является простой и пря-
молинейной. Ранние работы по AI включали в себя попытки непосредствен-
ной вычислительной имплементации стандартных логических конструкций
включая аксиоматические системы построенные по методу Гильберта [151].
Однако очень быстро пришло осознание того обстоятельства, что посколь-
ку эффективная вычислимость представляет собой сложную теоретическую
и практическую проблему, успешная реализация AI и KR требует дополни-
тельных теоретических исследований и новых инженерных решений. Это да-
ло толчок новым исследованиям в области вычислительной логики в тесном
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взаимодействии с компьютерными науками [152]. Однако даже в этом виде
логика не может претендовать на роль единственного теоретического основа-
ния технологий цифрового KR, поскольку многие важные для KR идеи были
заимствованы из других научных дисциплин включая лингвистику и в по-
следнее время также нейробиологию. Бурное развитие в последние годы тех-
нологий KR использующих методы непараметрической статистики включая
машинное обучение (Machine Learning) и глубокое обучение (Deep Learning)
в очередной раз серьезно поставило под вопрос роль и релевантность логи-
ческих методов и подходов в этой области [37].

Многие проблемы возникающие в контексте цифрового KR подобно
только что упомянутому вопросу о роли логики имеют очевидный фило-
софский характер. В настоящей работе мы рассматриваем только вопросы
связанные с использованием аксиоматических подходов в задачах KR. Более
общее обсуждение философских проблем и сюжетов связанных с AI и вооб-
ще с современными цифровыми технологиями можно найти в монографии К.
Майнцера [153].

Предлагаемое в этой работе понятие о конструктивном аксиомати-
ческом методе (см. 4.2) в отличие от стандартного аксиоматического мето-
да в стиле Гильберта допускает прямую вычислительную реализацию; этот
метод основан на формальном исчислении (гомотопической теории типов),
которое уже вычислительно реализовано в языке программирования AGDA
и некоторых других программных средствах. Интегрирование этого подхода
с цифровыми KR технологиями является темой продолжающегося исследо-
вательского проекта [35],[40].

В настоящее время в компьютерной науке и инженерии используется
специальная форма аксиоматического подхода, которую называют “аксиома-
тическим дизайном” (Axiomatic Design, AD) [154] [155] [156] [157]. AD не яв-
ляется вычислительной реализацией формального аксиоматического метода
в стиле Гильберта, но имеет с ним общие черты. Идея AD состоит в том, что-
бы разрабатывать новые технологии “сверху вниз”, а не “снизу вверх”, как это
традиционно делается. Первый шаг аксиоматического дизайна технологиче-
ского изделия состоит в том, что требования потребителя (то есть “аксиомы”)
переводятся на язык функциональных требований к изделию. Затем на этой
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основе производится спецификация подходящих исходных ингредиентов, по-
сле чего из набора возможных технологических процессов приводящих с же-
лаемому результату выбирается оптимальный. Традиционный способ разра-
ботки новых технологий работает в противоположную сторону: от случайных
экспериментов с доступными ингредиентами к новым процессам и эффектам,
для которых потом находится полезное технологическое применение. Анало-
гия между AD и формальным аксиоматическим методом Гильберта становит-
ся более очевидной, если аксиоматический метод Гильберта рассматривается
по контрасту с генетическим методом построения математических понятий
и теорий (см. 1.3 выше). Эта аналогия (и, по всей видимости, мотивация)
становится более глубокой, если принять во внимание используемую в AD
“аксиому независимости” согласно которой функциональные требования к из-
делию не должны зависеть друг от друга. Как и в случае “аксиоматической”
квантовой теории фон Неймана [126] мы имеем здесь дело с использовани-
ем аксиоматического метода Гильберта как общей идеи и инсайта, но не как
готовой к использованию логической техники.

2.4 Заключение главы 2

В этой главе мы сделали попытку описать и оценить общий вклад акси-
оматического метода в стиле Гильберта в математику и естественные науки.
В разделе 2.1 мы рассмотрели случай теории множеств, где роль формаль-
ного аксиоматического метода является более существенной, чем в любой
другой области математики. Однако в этом и некоторых других подобных
случаях эта роль очень специальной. В современной аксиоматической тео-
рии множеств (которую нужно отличать от так называемой “наивной” теории
множеств в духе Кантора) аксиоматические теории такие как ZFC обычно иг-
рают роль изучаемых объектов, а не фрагментов готового математического
знания. Подобные замечания можно сделать по поводу стандартной теории
доказательств, которая развивается вслед за пионерскими работами Гильбер-
та в этой области. Доказательства и гипотезы в этих математических дисци-
плинах обычно записываются с теми же полу-формальными средствами, ко-
торыми пользуются математики работающие в других областях этой науки.
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Таким образом, в теории множеств, теории доказательств и других матема-
тических дисциплинах, которые принято объединять под общим названием
“оснований математики” (FOM), аксиоматическое представление теорий ис-
пользуется в первую очередь для мета-математических целей, а именно, в
качестве средства для изучения представленных таким образом теорий раз-
личными (мета-)математическими методами, а не для таких более призем-
ленных целей как сохранение, передача, распространение и воспроизведение
математических знаний.

В разделе 2.2 мы описали и проанализировали различные стороны
наиболее значительной попытки использования аксиоматического подхода в
стиле Гильберта в математической практике, а именно продолжающийся про-
ект связанный с именем (точнее, псевдонимом) Николя Бурбаки, цель кото-
рого состоит в том, чтобы представить в аксиоматической форме основные
имеющиеся на сегодняшний день математические знания. Как мы показали,
способ построения математических теорий, который используют Бурбаки, от-
личается от предложенного Гильбертом. Это различие не сводится к прак-
тическому компромиссу между требованиями формальной строгости и же-
ланием математиков и преподавателей математики избежать излишней фор-
мальной рутины. В отличие о аксиоматического метода в его первоначальном
варианте предложенного Гибертом метод Бурбаки является семантическим.
Это значит, что все аксиоматические теории Бурбаки сопряжены с используе-
мыми по умолчанию теоретико-множественными моделями, которые, вообще
говоря, могут быть не изоморфными.

Это важное обстоятельство никогда не привлекало внимания Бурбаки
и их последователей. Однако оно было отмечено и широко обсуждалось в
других контекстах Патриком Суппесом и другими философами, которые пы-
тались использовать метод Бурбаки для аксиоматического представления на-
учных теорий за пределами чистой математики. Последователи этого подхода
ввели в оборот выражение “семантический подход к теориям” для обозна-
чения точки зрения, согласно которой теория существенно характеризуется
классом своих моделей, а не аксиомами и теоремами в неинтепретированном
виде. Такой подход позволяет игнорировать детали логического синтаксиса,
которые работающие математики обычно считают не имеющими отношения
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к предмету их исследований, и таким образом более эффективно исполь-
зовать этот метод для представления математических теорий. Недостатком
этого подхода является то обстоятельство, что математические доказатель-
ства представленные в стиле Бурбаки не допускают формальную проверку
(помимо тривиальных случаев). Для каждого корректного доказательства
представленного в стиле Бурбаки можно всегда привести аргументы, кото-
рые показывают, что доказанное утверждение в принципе можно логически
вывести из аксиом теории множеств. Однако на практике построить такой
вывод синтаксически и проверить его корректность, как правило, невозмож-
но.

Как мы видели, значение проекта Бурбаки для математики является
предметом споров. За пределами узкой группы энтузиастов, которые про-
должают развивать проект Бурбаки сегодня, очень немногие математики ис-
пользуют написанные Бурбаки тома в своих исследованиях или преподава-
нии. Предпринятые в 1950-1970-е годы попытки реформирования школьного
образования по рецепту Бурбаки почти повсеместно считаются сегодня “педа-
гогической ошибкой” (см. 2.2.3 выше). Тем не менее вряд ли есть смысл спо-
рить с тем, что Бурбаки удалось создать определенное видение математики
как единой науки и выработать полуформальный “теоретико-множественный
язык”, который сегодня повсеместно используется в самых разных областях
математики для технических целей, способствуя взаимодействию и взаимно-
му обогащения этих областей. Хотя сегодня есть серьезные основания для
того, чтобы считать теоретико-множественные основания математики в духе
Бурбаки устаревшими, математики по-прежнему используют многие элемен-
ты этого подхода для своих повседневных нужд.

В разделе 2.3 был сделан обзор попыток использования формальной
аксиоматической архитектуры в стиле Гильберта в физике, биологии, ком-
пьютерной науке и инженерии. Мы отметили, что эти попытки не привели
на сегодняшний день к тому, что использование аксиоматического способа
построения теорий стало обычной и распространенной научной практикой.
Уже в 1950-е годы в сообществе ученых проявляющих интерес к использо-
ванию логических методов в науке произошел раскол. Одна группа таких
ученых по-прежнему пыталась достичь прогресса в специальных областях
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науки с помощью использования логических методов. Другая группа состоя-
ла по большей части из философов науки, которые пытались построить новые
логические основания для уже существующих теорий и перестроить эти тео-
рии в соответствии со строгими логическими стандартами. Некоторые члены
второй группы справедливо указывали, что ученые первой группы как пра-
вило трактуют логические методы слишком вольно и не следуют стандартам
логической строгости. Несмотря на регулярные попытки преодолеть дисци-
плинарный разрыв между философами науки использующими логические
методы и немногочисленными работающими учеными, которые продолжают
интересоваться логическими методами, этот разрыв остается сегодня весьма
значительным.

Некоторые исследователи не видят в этом проблемы, считая, что ло-
гический анализ научных теорий представляет собой специальную философ-
скую задачу, которую не нужно рассматривать рассматривать в качестве
элемента самой науки. Такая точка зрения находится в противоречии с иде-
ей о том, что философия данной научной дисциплины должна развиваться
в тесном сотрудничестве с исследованиями в рамках данной дисциплины и
принимать в расчет ее последние достижения. Энтузиасты применения ло-
гических методов в философии науки старшего поколения такие как Эрнст
Нагель и Марио Бунге прикладывали значительные усилия направленные
на преодоление разрыва между наукой и ее философией; они считали, что
использование логических методов поможет им решить эту задачу. Однако
ретроспективный взгляд на эту историю убеждает нас в том, что поставлен-
ная цель не была достигнута. Мы считаем эту цель правильно поставленной
и пытаемся в настоящей работе внести свой вклад в достижение этой цели с
помощью переосмысления стандартного понятия аксиоматического метода и
разработки новой концепции этого метода, которая могла бы более успешно
применяться в науке.
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3 Новые аксиоматические подходы

В настоящей главе мы рассматриваем две нестандартные математиче-
ские теории: теорию элементарного топоса построенную Вильямом Лавером
и Гомотопическую теорию типов построенную Владимиром Воеводским и его
соавторами в рамках проекта развития Унивалентных оснований математи-
ки. Мы называем эти аксиоматические теории “нестандартными”, поскольку
их аксиоматическая архитектура значительно отличается от гильбертовской
аксиоматической архитектуры, которую в этом контексте мы считаем стан-
дартной. В следующей главе мы формулируем на основе этих примеров новую
версию аксиоматического метода, которую мы называем конструктивной и
показываем, что этот новый метод лучше подходит для представления науч-
ных теорий, чем стандартный аксиоматический метод.

3.1 Теоретико-категорные основания математики и теория топо-

сов 18

3.1.1 Язык категорий

Математическое понятие категории появилось в 1940-х годах; офи-
циальная дата рождение этого понятия совпадает с публикацией статьи С.
Эйленберга и С. Маклейна 1945-го года [158]. Мотивировку и основное содер-
жание этого понятия можно объяснить с помощью используемого Бурбаки
понятия математической структуры, которое мы обсуждали выше (2.2.2).
Вернемся к понятию о изоморфных алгебраических группах и заметим, что:

• Отношение изморфизма групп определяется как существование изо-
морфного отображения, которое часто также называют изоморфизмом.
Таких отображений между заданными группами может быть много, и
они, как правило, формируют дополнительные математические струк-
туры.

• Напомним, что изоморфизм групп

f : G
∼−→ G′

18Этот раздел включает материалы из [19, Ch. 5].
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это биективное, то есть, обратимое отображение (функция), такое, что
для всех g1, g2 из G выполняется f(g1 ◦ g2) = f(g1)� f(g2) где ◦ и � это
групповые операции в G и G′ соответственно. Если мы теперь откажемся
от условия обратимости, то мы получим более общее понятие группового
отображения, которое называют групповым гомоморфизмом.

Аналогичные замечание можно сделать о любом типе математических
структур построенных в стиле Бурбаки: об алгебраических кольцах, решет-
ках, топологических пространствах и т.д. Таким образом, с каждым типом
структур можно ассоциировать соответствующий тип отображений между
структурами данного типа. На математическом жаргоне принято говорить,
что такие отображения “уважают” или “сохраняют” соответствующую струк-
туру (хотя речь тут идет о типе структур, а не об отдельной структуре с
точностью до изоморфизма). При этом данный тип структур не во всех слу-
чаях позволяет построить соответствующий тип отображений канонически.
Например, обычные отображения топологических пространств, которые на-
зывают непрерывными отображениями, строго говоря, не сохраняют, а от-
ражают топологическую структуру: прообраз открытого множества всегда
открыт, но образ открытого множества может быть и замкнутым. Это заме-
чание показывает, что понятие о типе отображений структур по крайней мере
так же фундаментально, как и понятие о типе структуры. Это обстоятельство
легко продемонстрировать на примере топологических пространств и непре-
рывных отображений. Очевидно, что нет никакой возможности понять, что
такое топологическое пространство без использования понятия о непрерыв-
ности и понятия о непрерывном отображении в какой-то форме. Этот и дру-
гие подобные примеры мотивируют идею о том, что понятие Бурбаки о типе
структуры является неполным, и что адекватное понятие о математической
структуре должно также включать в себя спецификацию типа отображений
структур данного типа.

Категории математических структур некоторого типа T можно нефор-
мально описать как собрание всех структур данного типа вместе со всеми
отображениями структур этого типа, то есть отображениями, которые сохра-
няют данную структуру (что предполагает отдельную спецификацию таких
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отображений). Например, категория групп G содержит все группы все го-
морфизмы групп. Другой важный пример, это The категория множеств S≈,
которая содержит все множества и все функции. Важный момент состоит в
том, что отображения структур, которые в теории категорий принято назы-
вать морфизмами, поддерживают дополнительную алгебраическую структу-
ру: морфизмы f : A → B и g : B → C допускают композицию, результатом
который является морфизм h = g ◦ f : A → C. Композицию морфизмов
можно в более наглядной форме представить с помощью диаграммы:

B
g

  
A

f
??

h
//C

Равенство h = g ◦ f принято выражать с помощью только что пока-
занной диаграммы и утверждения о том, что эта диаграмма коммутирует
(или является коммутативной).

С алгебраической точки зрения операция композиции морфизмов дан-
ной категории является частичной в том смысле, что она определена не для
всех упорядоченных пар морфизмов, а только для таких пар морфизмов, где
цель (кодомен) одного морфизма совпадает с источником (доменом) второ-
го морфизма. Заметим, что структура, определяемая операций композиции
морфизмов данной категории не является, строго говоря, математической
структурой в смысле Бурбаки, поскольку собрание всех морфизмов этой ка-
тегории может быть не множеством, а собственным классом, как в случае
категории S≈ “всех” множеств и категории G “всех” групп. Тем не менее, ка-
тегории допускают понятие о сохраняющем структуру отображении, которое
называют функтором. Простой пример функтора — это забывающий функ-
тор U : G → S≈, который отображает каждую группу на ее базовое множе-
ство, “забывая” при этом о групповой операции. Понятие функтора позволяет
рассматривать различные категории категорий, то есть категории, в которых
объекты являются категориями, а морфизмы являются функторами.

Более формальное определение категории состоит в следующем. Ка-
тегория включает в себя
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• класс объектов A,B,C, . . . ;

• для каждой пары A,B объектов— класс (как правило, множество) мор-
физмов f, g, h, . . . имеющих форму A→ B где A называется доменом, а
B кодоменом морфизма f , в символах Dom(f) = A and CoDom(f) = B;

• операцию композиции h = g ◦ f определенную для всех пар морфизмов
f, g таких что CoDom(f) = Dom(g), которая является ассоциативной,
то есть, имеет место h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f всегда, когда композиция
определена;

• тождественный морфизм 1A ассоциированный с каждым объектом A,
такой что для всякого морфизма f такого что CoDom(f) = A выпол-
няется 1A ◦ f = f и для всякого g такого что Dom(g) = A выполняется
f ◦ 1A.

Понятие тождественного морфизма или тождественного отображения
аналогично понятию единицы в группе, но поскольку композиция морфизмов
определена только частично, с каждым объектом категории ассоциируется
отдельный тождественный морфизм. Поскольку из только что данного опре-
деления следует, что всякий объект категории имеет единственный тожде-
ственный морфизм, с формальной точки зрения можно просто отождествить
объекты с их тождественными морфизмами.

Категории математических структур построенных в стиле Бурбаки иг-
рают важную роль, но есть и другие примеры категорий. Любую отдельную
группу с точностью до изоморфизма можно отождествить с категорией, име-
ющий единственный объект и множество морфизмов, каждый из которых
обратим, то есть является изоморфизмом. Тождественный морфизм играет
в этом представлении роль единицы группы, а композиция морфизмов игра-
ет роль групповой операции. Условие обратимости морфизмов гарантирует
существование обратных элементов. В этом случае понятие категории ис-
пользуется не в качестве абстракции, которая схватывает общую структуру
независимым образом определенных математических понятий и конструкций
(таких как множества с функциями, группы с гомоморфизмами, и т.д.) а как
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самостоятельный элементарный понятийный инструмент для конструирова-
ния (или реконструкции) математических понятий.

В математике 20-го века теория категорий (ТК) использовалась в ка-
честве полезного математического языка, с помощью которого ряду новых
математических понятий и новых математических результатов удалось при-
дать устойчивую теоретическую форму. Ранние примеры такого рода, благо-
даря которым ТК получила признание у части математического сообщества,
включают в себя [159], [160], [161]. Некоторые новые понятия и теории, разви-
тые в это же время, вообще не могли бы появиться на свет без использования
ТК. Это касается, в частности, понятия топоса и теории топосов, начало кото-
рой положил А. Гротендик в 1950-х года. Сегодня целый ряд математических
дисциплин включая алгебраическую геометрию, гомологическую алгебру и
функциональный анализ, используют КТ в качестве своего базового языка
[162], [163].

Как замечает Ю. Манин, “на следующем этапе этого исторического
процесса [начало которому положил в конце 19-го века Г. Кантор в своих
пионерских работах по теории множеств], множества уступили свое место ка-
тегориям” [164, стр. 7]. Это твердо установленный “факт науки” в смысле Гер-
мана Когена [165, 119-120], который нуждается в историко-философском ана-
лизе и осмыслении. Мы укажем здесь только на одно обстоятельство, кото-
рое позволяет лучше понять, почему теоретико-категорный язык пришел на
смену теоретико-множественному языку в целом ряде математических дис-
циплин. Понятие отображения или преобразования (map или transformation в
английском, application во французском, Abbildung в немецком) имеет геомет-
рическую природу; это понятие играет все более важную роль в математике
начиная, по крайней мере, с пионерских работ Гаусса по геометрии кривых
поверхностей первой половины 19-го века [166]. В частности, это понятие
является центральным в Эрлангенской программе Феликса Клейна 1872-го
года, которая направлена на описание свойств геометрических пространств в
терминах групп преобразований этих пространств и инвариантов этих преоб-
разований [167]. Теория множеств Кантора также существенным образом ис-
пользует понятие отображения в форме взаимно-однозначного соответствия
между элементами множеств, без которого не может быть определено ключе-
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вое для этой теории понятие о кардинальном числе множества. В математике
20-го веке значение понятия отображения стало еще более возросло, как об
этом свидетельствуют указанные выше работы А. Картана, С. Эйленберга,
Н. Стинрода и Д. Квиллена на ряду со многими другими работами.

Тем не менее стандартный аксиоматический подход в теории мно-
жеств, начало которому положил Е. Цермело в 1908-м году [168] использует
в качестве единственного нелогического примитивного понятия отношение
принадлежности (“x является элементом y”, в символах x ∈ y ), а не по-
нятие отображения в какой-то форме. Это имеет значение и для стандарт-
ного аксиоматического подхода к математическим теориям вообще, в кото-
рый используется теория множеств, как это делается в семантической версии
аксиоматического метода у Бурбаки. Разумеется, отображения математиче-
ских структур, например, групповые гомоморфизмы, могут быть представ-
лены с помощью таких средств. Однако теоретико-множественные детали та-
ких представлений многие математики воспринимают как совершенно нере-
левантные по отношению к теоретическому предмету исследования. Здесь
уместно вспомнить цитированное нами выше в 2.2.2 загадочное утвержде-
ние из манифеста Бурбаки 1950-го года о том, что “в результате недавних
исследований о логическом формализме” “исчезло само понятие множества”,
так что “единственными математическими объектами становятся, собственно
говоря, математические структуры” [104, p. 225-226]. Хотя в этом фрагменте
Бурбаки и не упоминает о понятии отображения, неудовлетворенность иде-
ей теоретико-множественным обоснованием понятия математической струк-
туры выражена здесь совершенно определенно. В этом контексте успех ТК
как альтернативного языка, который позволяет описывать математические
структуры в терминах их отображений и таким образом избавиться от ненуж-
ных теоретико-множественных подробностей, казался многим математикам
(включая некоторых членов группы Бурбаки таких как А. Картан, С. Эй-
ленберг и А. Гротендик) как способ осуществить мечту Бурбаки об “исчезно-
вении множеств”.

Принимая во внимание то обстоятельство, что теория категорий воз-
никла, когда проект Бурбаки еще находился на ранней стадии своего разви-
тия, а также тот факт, что ключевые фигуры ранней истории ТК такие как
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С. Эйленберг и А. Гротендик были членами группы Бурбаки, естественно
задать вопрос о том, почему в “Элементах” Бурбаки ТК даже не упоминает-
ся. Как свидетельствуют сохранившиеся рабочие материалы Бурбаки, пла-
ны включить ТК в состав “Элементы” существовали: в 1956-м году группа
планировала дополнить первый том “Элементов” дополнительной главой под
названием “категории и функторы”, а в 1961-м году планировала выпустить
отдельный том, посвященный абелевым категориям, см. [169] и [170], где мож-
но найти дополнительные исторические подробности. Однако эти планы не
были реализованы. Члены Бурбаки имели различные и часто полярные мне-
ния по поводу достоинств и полезности категорных подходов; в результате
язык категорий в рамках проекта Бурбаки не получил официального при-
знания (при том, что многие категорные идеи и понятия в ряде случаев были
в неявном виде использованы).

На наш взгляд, отсутствие ТК в “Элементах” Бурбаки нельзя счи-
тать исторической случайностью, которая обусловлена различными мнения-
ми членов группы Бурбаки на эту теорию. Более глубокая причина состоит
в том, что категорно-теоретический язык, в том виде, в котором он доказал
свою эффективность, не является простым консервативным расширением ис-
пользуемой Бурбаки семантической теоретико-множественной рамки. Этот
новый язык не мог быть включен в эту рамку без ее полной перестройки.
Как было показано выше на примере теории групп теоретико-множественные
представления математических теорий в стиле Бурбаки допускают анализ
с помощью стандартных логических средств включая теорию моделей (см.
2.2.1). Именно это обстоятельство позволяет нам говорить об теории мно-
жеств не только как о математическом языке, но и как об основании ма-
тематики. Однако вопрос о том, применим ли такой же анализ к теориям
построенным с помощью теоретико-категорного языка, не имеет простого и
очевидного ответа. Введение категорий наряду с группами, топологическими
пространствами и другими математическими структурами не только сталки-
вается с техническими трудностями (включая “проблему размера” в случае
категорий “всех” множеств, групп и т.д.), но и не согласуется с практикой
“категорного мышления”, которая делает теоретико-множественное обосно-
вание в стиле Бурбаки полностью излишним, по крайней мере с точки зре-
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ния работающего математика. В то время как мы используем здесь такие
осторожные выражения как “устойчивая теоретическая форма” (чтобы из-
бежать недопонимания со стороны логиков и философов), С. Эйленберг, Н.
Стинрод и Д. Квиллен, называют свои построенные с помощью ТК теории
“аксиоматическими” [159], [161]. Подобно фон Нейману в [126] эти авторы ис-
пользуют понятие аксиоматической теории в очень широком смысле теории
построенной на явно предъявляемых первых принципах, но не включающей
в себя формальное описание используемой аксиоматической архитектуры и
другие логические детали. В следующем разделе мы приводим обзор и ана-
лиз трудов В. Лавера, который с начала 1960-х годов продолжает работать
над проектом превращения неформального языка категорий в полноценные
теоретико-категорные основания математики.

3.1.2 Теоретико-категорные основания математики

A) Диаграмматический синтаксис
Приведенное выше стандартное определение понятия категории мож-

но сформулировать на языке классической первопорядковой логики, отож-
дествляя объекты с их тождественными морфизмами (чтобы избежать раз-
личения между объектами и морфизмами как двух разных типов). Такая тео-
рия имеет четыре примитивных (неопределяемых) термина: “морфизм” как
общее имя для индивидов (подобно термину “множество” в ZFC) и три при-
митивных предиката, а именно два двуместных отношения указывающих на
домен и кодомен данного морфизма (Dom(A, g) и CoDom(B, f)) и трехмест-
ное отношение композиции морфизмов (Comp(h, g, f) которое выполняется
когда выполнены отношения Dom(A, g), CoDom(B, f) и A = B). Аксиомы
этой теории иногда называют аксиомами Эйленберга-Маклейна, а саму тео-
рию называют EM (см. 1.3.1 выше). Такой список аксиом быть опубликован
в 1963-м году В. Лавером в его диссертации [171]. Интересно, что записывая
эти аксиомы, Лавер использует нестандартные синтаксические обозначения,
которые позволяют читать категорные диаграммы как логические (первопо-
рядковые) формулы:

“[В категориях м]ы отождествляем объекты с их тождественными
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морфизмами и рассматриваем диаграмму

A
f //B

как формулу, которая утверждает, что A это (тождественный мор-
физм) домен(а) морфизма f и что B это (тождественный морфизм)
кодомен(а) морфизма f . Тогда, например, следующая диаграмма
читается как универсально истинная формула:

A
f //B ⇒ A A //A ∧ A

f //B ∧ B B //B ∧ Af = f = fB

”

С формальной точки зрения это не более чем необычное синтаксиче-
ское соглашение или сокращение, которое не меняет существа дела. Однако
на самом деле это соглашение касается самой сути стандартного аксиомати-
ческого метода (в стиле Гильберта). Вспомним различие между “реальными”
и “идеальными” математическими объектами, которое использует Гильберт:
только символические объекты и конструкции Гильберт считает реальными,
считая любые интерпретации этих объектов и конструкций идеальными. Как
мы уже отмечали в 1.2.3, это различие создает барьер между формализован-
ной и обычной неформализованной математикой, поскольку манипуляции с
символами у Гильберта представляют логические операции, но не операции
с самими “идеальными” объектами. Этот момент остается существенным для
формальной математики в стиле Гильберта даже если оставить за скобка-
ми метафизическое различие между реальными и идеальными объектами и
любые вопросы касающиеся исторических истоков этой математики. Проде-
монстрируем этот момент на простом примере. Гильберт и Бернайс в [80], [81]
используют символическое выражение Zw(x, y, z) для обозначения предика-
та, который утверждает, что данная точка y лежит между данными точками
x, z. Если значения переменных x, y, z заданы, формула Zw(x, y, z) выража-
ет высказывание. Теперь попробуем отождествить Zw(x, y, z) с геометриче-
ским объектом (конструкцией), которая делает это высказывание истинным,
а именно с тройкой точек < x, y, z > такой, что y лежит между точками x
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и z. Таким образом, мы надеемся, что наша формула будет указывать и на
геометрический объект (конструкцию), и на истинное утверждение об этом
объекте — подобно тому, как выражение f : A → B указывает на конкрет-
ный категорный морфизм и, по предложению Лавера, также на утверждение
о том, что A это домен, а B это кодомен морфизма f .

В некоторых специальных случаях такая конструктивная интерпрета-
ция формализма Гильберта возможна. Рассмотрим формулу

Zw(x, y, z)→ Zw(z, y, x)

и прочитаем ее сначала обычным образом как логическую импликацию, а
затем как геометрическую операцию, которая преобразует данную геометри-
ческую конструкцию

X Y Z

в новую конструкцию
Z Y X

с помощью перестановки крайних точек X, Y . В этом специальном случае
имеет место структурное подобие между операциями над символами x, y, z

в формализме Гильберта и операциями над символами X, Y, Z которые ис-
пользуются как традиционные геометрические обозначения совместно с тра-
диционными геометрическими диаграммами. Однако, совершенно очевидно,
что такую геометрическую интерпретацию логических формул невозможно
распространить на всю формальную теории евклидовой геометрии, предло-
женную Гильбертом. Заметим, что формула Zw(x, y, z) остается значимой
и в том случае, когда она выражает ложное высказывание; в таких случа-
ях символической конструкции не соответствует никакая определенная гео-
метрическая конструкция. Далее, если рассмотрим несколько более сложные
формулы, например формулу

∀x∀y∀z(Zw(x, y, z)→ Zw(z, y, x))

задуманная интерпретация которой — это утверждение о том, что высказы-
вание Zw(x, y, z) → Zw(z, y, x) истинно универсально, то мы не найдем ни-
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какой подходящей геометрической интерпретации для символа ∀ и для всей
данной формулы.

Диаграмматический теоретико-категорный синтаксис, который Лавер
предлагает использовать в качестве логического синтаксиса, сам по себе не
решает проблему несоответствия между логическим синтаксисом и символи-
ческими средствами обычно используемыми в математике, а скорее на нее
указывает. Однако, как мы скоро увидим, Лавер делает другие важные шаги
в направлении решения данной проблемы и, в частности, предлагает геомет-
рическую интерпретацию логических кванторов (см. 3.1.4).

B) Элементарная теория категории множеств
Важным результатом, который был получен Лавером в [171] и затем

опубликован в виде отдельной статьи [172], является элементарная теория ка-
тегории множеств (ETCS); прилагательное “элементарная” указывает здесь
на первопорядковый характер этой теории. См. также [173] где представлен
более развернутый вариант этой работы. В отличие от упомянутых выше тео-
рий гомологической алгебры и гомотопий [159], [161] авторы которых также
используют язык теории категорий и называют свои теории аксиоматически-
ми, ETCS представляет собой первопорядковую аксиоматическую теорию в
обычном смысле слова знакомом логикам и философам. В то же время ETCS
имеет некоторые необычные черты, на которые мы укажем ниже. Идея Лаве-
ра состоит в том, чтобы так расширить EM с помощью подходящих аксиом,
чтобы категория, удовлетворяющая дополнительным аксиомам была в опре-
деленном смысле (который мы уточним ниже) эквивалентна “конкретной”
категории множеств SET построенной с помощью множеств и функций в
смысле ZFC.

Мы дадим здесь только частичное описание понятий и аксиом ETCS,
которое позволяет объяснить основы теоретико-категорного подхода Лавера
к теории множеств. Для описания множеств средствами теории категорий
необходимо прежде всего реконструировать примитивное отношение принад-
лежности элемента множества. Для этой цели в категории постулируется су-
ществование терминального объекта, то есть объекта, который имеет ров-
но один входящий морфизм из каждого объекта данной категории (вклю-
чая сам терминальный объект). Если категория имеет терминальный объект,
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то этот объект единственен с точностью до единственного (канонического)
изоморфизма (упражнение). Терминальный объект в SET — это синглетон,
то есть множество с единственным элементом (при том, что ZFC позволя-
ет проводить различие между разными синглетонами). Далее, элемент x

данного объекта (множества) A категории C отождествляется с морфизмом
x : T → A из терминального объекта T в данной объект данной категории.
Элементы объектов в категории принято также называть точками. Таким
образом, в ETCS теоретико-множественное отношение принадлежности яв-
ляется не примитивным, а определяемым. Строго говоря, это не отношение
между двумя множествами, а относительно сложная конструкция, которая
включает в себя все объекты данной категории (поскольку терминальный
объект характеризуется универсальным свойством).

Помимо существования терминального объекта ETCS постулирует су-
ществование некоторых других универсальных конструкций, которые харак-
теризуют особый тип категорий, называемый декартово замкнутыми (см.
ниже в 3.1.3 C). Одна из таких конструкций — это экспоненциальный объ-
ект BA, который в SET представляет множество функций вида A→ B.

ETCS также содержит аксиому описывающую специальное свойство
SET, которое состоит в том, что морфизмы этой категории, то есть, функ-
ции, определены “поточечно”: если значения функций f, g : A→ B совпадают
на всех значениях их аргументов, то есть, если для всех x ∈ A выполняется
f(x) = g(x), то эти функции тоже совпадают : f = g. Используя описанную
выше категорную реконструкцию теоретико-множественного отношения при-
надлежности, мы можем сформулировать эту аксиому в виде утверждения о
том, что приведенная ниже диаграмма является коммутативной для всех x:

T
x

��

y

��
A

f //
g

//B

.
Это свойство называют также функциональной экстенсиональностью

(function extensionality), однако эта терминология имеет другие источники, и
Лавер в [171] и [172] ей не пользуется. В теории топосов (см. 3.1.4 ниже) то
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же самое свойство называют точечной полнотой (well-pointedness).
Аксиома выбора (AC) выражается на языке категорий следующим об-

разом. Морфизм e называется эпиморфизмом, если его можно сокращать
справа, то есть если для любых морфизмов f, g из fe = ge следует f = g (в
предположении, что все композиции определены). Морфизм e : A→ B назы-
вается расщепленным эпиморфизмом если существует морфизм s : B → A

такой что es = B. Каждый расщепленный эпиморфизм является эпимор-
физмом (упражнение). Теоретико-категорная версия аксиомы выбора утвер-
ждает, что все эпиморфизмы в данной категории являются расщепленными.
Эпиморфизмы в SET это сюръективные (накрывающие) функции. Условие
расщепления состоит в том, что для любой накрывающей функции e : A→ B

существует функция выбора s : B → A, которая каждому элементу b ∈ B

ставит в соответствие определенный элемент a ∈ A такой что e(a) = b.
Всего Лавер использует в ETCS 8 аксиом (в дополнение к аксиомам

Эйленберга-Маклейна). Как и в случае EM, все аксиомы ETCS без всяких за-
труднений переводятся на язык классической логики предикатов, что позво-
ляет считать ETCS формальной первопорядковой теорией в обычном смысле
слова.

Подходящая эквивалентность, которая используется в ETCS для ука-
занной выше мета-теоретической цели, тоже является теоретико-категорной.
Рассмотрим категории A,B и два противоположно направленных функтора
f, g:

A
f //B
g
oo

; рассмотрим также композиции этих функторов fg и gf . Если fg = A и
gf = B, то функторы f и g называются взаимно обратными и обратимыми
(или изоморфизмами), а категории A,B называются изоморфными. Эквива-
лентность категорий это более слабое свойство, которое состоит в том, что
существуют обратимые естественные преобразования (естественные изомор-
физмы) η : fg → A and θ : gf → B. Изоморфные категории являются в этом
смысле эквивалентными, но обратное, вообще говоря, неверно. Таким обра-
зом определенная эквивалентность категорий очевидным образом является
отношением эквивалентности в обычном смысле этого термина.
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Почему Лавер использует для ETCS именно такую эквивалентность?
(Подчеркнем, что это понятие является мета-теоретическим и не определяет-
ся внутри ETCS). Теоретико-категорные свойства такие как свойство декар-
товой замкнутости (и другие свойства использованные Лавером для расши-
рения EM to ETCS) инвариантны не только по отношению к изоморфизмам
категорий (что является тривиальным замечанием), но и по отношению к
эквивалентностям категорий (что нетривиально). Идею о том, что теория ка-
тегорий изучает свойства категорий с точностью до категорной эквивалент-
ности полезно сравнить с идеей изучения математических структур в смысле
Бурбаки с точностью до изоморфизма. Мы видели выше (2.2.2), как эту
последнюю идею можно сформулировать в точном виде с помощью принци-
па эквивалентности для изоморфизмов (IEP). Теория категорий использует
более общий вариант этого принципа (CEP), в котором эквивалентность по-
нимается как категорная эквивалентность [109]:
Пусть G,H эквивалентные категории. Тогда для любого категорного свой-
ства P верно, что категория G имеет свойство P тогда и только тогда, когда
категория H имеет свойство P . В символах:

∀P. (G ' H)⇒ (P (G)↔ P (H))

CEP не является следствием приведенного выше стандартного опреде-
ления категории, но этот принцип играет в теории категорий важную роль.
Малые категории, то есть категории, классы объектов которых являются
множествами, могут быть описаны как математические структуры в смыс-
ле Бурбаки. Однако категории структур разных типов такие как SET, G
и т.д., которые “естественным образом” возникают в контексте математики
в стиле Бурбаки, являются большими и только локально малыми — в том
смысле, что всякий класс морфизмов между фиксированной парой объек-
тов A,B в таких категориях всегда является множеством, которое принято
называть гом-множеством и обозначать Hom(A,B). Локально малые ка-
тегории не являются структурами в смысле Бурбаки и их теория не может
быть построена с помощью семантического аксиоматического метода, кото-
рый используют Бурбаки. Теоретико-категорные конструкции, свойства кото-
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рых инвариантны не только относительно изоморфизмов, но и относительно
категорных эквивалентностей, определенно лежат за пределами математики
в стиле Бурбаки. Таким образом CEP дает нам дополнительный аргумент в
пользу нашего утверждения о том, что теория категорий не могла быть инте-
грирована в состав Элементов Бурбаки без очень существенного пересмотра
базовых принципов этой работы (см. 3.1.1).

Подобно теоретико-множественным основаниям Бурбаки, которые на
нижнем уровне не являются изоморфизм-инвариантными (эта проблема ши-
роко обсуждается в литературе под названием проблемы Бенацерафа [107]),
нижний уровень ETCS, а именно аксиомы Эйленберга-Маклейна (EM) не яв-
ляются полностью категорно инвариантными (то есть инвариантным относи-
тельно эквивалентности категорий). Напомним что аксиомы EM включают
условие существования композиции морфизмов f, g выраженое в терминах
равенства объектов (домен одного морфизма должен быть равен кодомену
другого морфизма), которое в отличие от изоморфизма объектов не является
категорно инвариантным. (Равенство морфизмов в локально малых катего-
риях является категорно инвариантным.) В работе 1964-го года [172] Лавер
не упоминает об этой проблеме. Ее возможное решение было позже предло-
жено Майклом Маккаем, который использовал многосортный формальный
язык, позволяющий определить понятие композиции морфизмов без исполь-
зования понятия о равенстве объектов [174]. Ниже в 3.2.5 мы опишем более
современный подход к этой проблеме основанный на гомотопической теории
типов [109].

“Метатеорема” Лавера [172, p. 1510], которая утверждает эквивалент-
ность моделей ETCS категории SET, требует дополнительных условий, ко-
торые не могут быть выражены на языке логики первого порядка. В этом
отношении ETCS вполне подобна ZFC, PA и другим обычным первопорядко-
вым теориям, стандартные модели которых могут быть изолированы только
с помощью дополнительных аксиом более высокого порядка. Таким образом
ETCS удовлетворяет всем обычным критериям формальной аксиоматической
теории с двумя взаимозависимыми оговорками: (i) задуманная модель этой
теории — это не множество, а собственный класс и (ii) эта задуманная модель
определена с точностью до категорной эквивалентности, а не с точностью до
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изоморфизма. Хотя эти оговорки и указывают на важные в логическом и
математическом отношении моменты, вряд ли можно говорить о том, что
они коренным образом меняют понятие об аксиоматическом методе в стиле
Гильберта. ETCS впервые продемонстрировала возможность использования
теории категорий для построения интересных и полезных с точки зрения ра-
ботающих математиков формальных аксиоматических теорий, соблюдая при
этом стандарты строгости принятые в сообществе логиков и логически ори-
ентированных философов.

3.1.3 Категорная логика19

Параллельно с ETCS Лавер предложил более общий подход к
теоретико-категорным основаниям математики в виде аксиоматической тео-
рии категории категорий (Category of Categories as a Foundation или CCAF)
[175]. Анализ этого подхода можно найти в нашей монографии [19, гл. 5.2].
Мы переходим теперь к рассмотрению другой (хотя и тесно связанной с уже
рассмотренной) линией развития аксиоматической теории категорий, кото-
рую можно назвать интернализацией логики. Мы покажем, что понятие о
внутренней логике категории имеет далеко идущие эпистемологические след-
ствия и требует более глубокого пересмотра стандартной версии формально-
го аксиоматического метода. Чтобы объяснить эти моменты нам потребуются
некоторые предварительные замечания.

А) Теории типов Идея логического исчисления, которое не просто при-
меняется к различным индивидным доменам, но в явном виде вводит в рас-
смотрение различные типы индивидов, восходит к Бертрану Расселу, кото-
рый ввел термин “теория типов” (theory of types, см. [65, Appendix B]. (Мы
сейчас оставляем в стороне задачи Рассела, для решения которых он построил
эту теорию.) Зачатки такого подхода можно найти уже у Аристотеля, кото-
рый использует различие между объектами разного рода, настаивая при этом
на том, что в рассуждениях свободные переходы от одного рода объектов к
другим родам объектов (“метабасис”) недопустимы.

Можно также отметить вслед за Ламбеком и Скоттом, что различение
19Более полный обзор исследований в этой области логики можно найти в [17].
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между типами объектов является чертой нашего естественного языка:

“Типы органически присуще нашему обыденному языку. Например,
мы различаем между “кто” и “что” и между “кем-то” и “чем-то”. ”
[176, p.125]

Типовое различие в неявном виде также повсеместно используется в матема-
тической практике:

“В нашей математической практике мы учимся не смешивать раз-
ные вещи. Если нам дано рациональное число и множество точек
евклидовой плоскости, мы не можем представить себе их пересе-
чение. ” [. . . ] Когда мы думаем о множестве объектов, мы обычно
думаем об объектах определенного типа, и производим теоретико-
множественные операции только с объектами этого типа. Некоторые
типы могут быть при этом подтипами других типов, но возможны
также случаи, когда два разных типа объектов не имеют друг с
другом ничего общего. Это не значит, что их пересечение пусто, но
значит, что было бы безумием даже говорить об их пересечении. ”
([177, p. 31])

Проблема отмеченная в приведенной выше цитате связана с тем обсто-
ятельством, что стандартные теоретико-множественные основания математи-
ки не проводят формального различия между объектами различных типов
и, таким образом, допускают абсурдные теоретико-множественные конструк-
ции указанные в этой цитате. Если всякий математический объект — это
множество, пересечение объектов всегда существует. Интересно, что типовое
различие между точками и прямыми, которое в явном виде содержится в
“Основаниях геометрии” Гильберта 1899-го года, отсутствует в “Основаниях
математики” 1934-го года, где Гильберт использует более продвинутый сим-
волический вариант формального аксиоматического метода; в последнем слу-
чае только точки считаются примитивными объектами. Это неудивительно,
поскольку символическое логическое исчисление, которое в этом случае ис-
пользует Гильберт, не является типизированным. Можно было бы ожидать,
что замена базового логического исчисления типизированным исчислением
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позволит решить эту проблему без существенных изменений используемой
аксиоматической архитектуры. Однако, как показывает опыт, это не так. По-
пытки использовать теории типов в основаниях логики и математики при-
водят к новой аксиоматической архитектуре формальных теорий, которая
очень значительно отличается от гильбертовской архитектуры.

В) Комбинаторная логика и соответствие Карри-Говарда В 1924-м го-
ду Моисей Эльевич Шейнфинкель опубликовал статью [178], [179] в которой
он попытался пойти дальше Гильберта в задаче формализации логики. С точ-
ки зрения автора, Гильберт остановился на половине пути при решении этой
задачи, используя логические понятия такие как “высказывание” и “перемен-
ная” в наивном содержательном, а не в строгом формальном смысле. Под-
ход Шейнфинкеля состоял в том, чтобы свести логические понятия, которые
ранее считались примитивными, к небольшому числу фундаментальных син-
таксических операций таких как подстановка и перестановка символов [180].
Независимо от Шейнфинкеля похожие идеи в 1920-е года развивал Хаскель
Карри (он познакомился с работой Шейнфинкеля только в 1927-1928 акаде-
мическом году), который создал на этой основе новое направление в логике,
а именно комбинаторную логику [181], [182]. Вот как Карри описывает цели
и задачи комбинаторной логики в более поздней монографии, написанной в
соавторстве:

“Комбинаторная логика это раздел математической логики, кото-
рый касается ее предельных оснований. Ее задача состоит в анализе
фундаментальных логических понятий, которые обычно считаются
само собой разумеющимися. В их число входят [(i)] понятие под-
становки, которое обычно связано с использованием переменных, а
также [(ii)] классификация используемых терминов по типам или
категориям, которое обычно предполагается интуитивно ясным еще
до того, как данная теория где-либо используется. На самом де-
ле эти понятия не являются простыми; они составляют предмет,
так сказать, прелогики, анализ который ни в коей мере не является
тривиальным.” ([183, p. 2])

Задачи (i) и (ii), о которых говорит Карри, связаны друг с другом. Ес-
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ли изначально смотреть на формальное логическое исчисление как на чисто
синтаксическую систему, то для того чтобы считать это исчисление логиче-
ским, необходимо ввести определенные типовые различия между используе-
мыми символами. В частности, необходимо выделить символы, представля-
ющие индивиды, высказывания и логические связки. Идея комбинаторной
логики в том виде, как ее описывает Карри, требует, чтобы такие разли-
чия проводились formal без использования обычных значений слов “индивид”,
“высказывание” и т.д. Таким образом, более глубокий уровень формализации
приводит к необходимости типизирования. На этом основании можно утвер-
ждать, что типы всегда присутствуют в логике в явном или неявном виде.
Как замечает Барт Якобс “логика — это всегда логика поверх теории типов”.

В 1969-м году Вильям Говард переформулировал и обобщил результа-
ты Карри в статье [184], которая была опубликована только в 1980-м году.
Вместо комбинаторной логики Говард использовал формализм просто типи-
зированного лямбда-исчисления изобретенный Алонзо Черчем в конце 1920-
х годов и впервые опубликованный в 1933-м году [181]. Разумеется, Карри
понимал, что формализм лямбда-исчисления близок формализму комбина-
торной логики. Однако от считал, что его формализм более адекватен задаче
построения логических оснований математики и науки [183, p.6-9]. Говард в
отличие от Карри не придавал большого значения философским мотивациям
и проблеме логических оснований науки и сформулировал свой результат в
терминах структурного соответствия между двумя семействами формальных
исчислений, а именно, просто типизированных лямбда-исчислений, с одной
стороны, и дедуктивными системами генценовского типа, с другой стороны.
Такое изложение имеет педагогические преимущества для студентов и препо-
давателей, которые специально не интересуются проблемами оснований, но
оно оставляет за скобками философское содержание работ Карри и может
создать ложное впечатление, что мы имеем тут дело с неожиданным матема-
тическим фактом, а не с содержательным логическим принципом.

Напомним, что в 1.4 мы охарактеризовали общую структуру проблем
и теорем в “Началах” Евлида как вариант соответствия Карри-Говарда. Те-
перь мы можем объяснить это сравнение. Соответствие Карри-Говарда со-
стоит в наблюдении, согласно которому правила просто типизированного
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лямбда-исчисления могут быть использованы как правила (конструктивных)
формальных дедукций. Лямбда-исчисление (как в типизированном, так и в
нетипизированном случае) представляет собой формальную модель вычисле-
ний или, говоря языком компьютерной науки, алгоритмов. Алгоритмы (гео-
метрических построений) решают евклидовы проблемы. Логические дедук-
ции доказывают теоремы. Эти два типа операций имеют различный содер-
жательный смысл, но одну и ту же формальную структуру.

Более современное логико-математическое понятие, тесно связанное с
соответствием Карри-Говарда — это БГК-семантика (BHK semantics) интуи-
ционистского исчисления высказываний, которая так называется по первым
буквам имен Брауэра, Гейтинга и Колмогорова. В 1932-м году Андрей Нико-
лаевич Колмогоров опубликовал (на немецком языке) работу [185], в которой
он предложил “исчисление задач” . Исчисление задач Колмогорова исполь-
зует вариант синтаксиса интуиционисткого исчисления высказываний, пред-
ложенного ранее Гейтингом, но придает этому исчислению иную семантику,
интерпретируя данный синтаксис в терминах задач и их решений, а не вы-
сказываний и логических выводов высказываний из других высказываний.

C) Декартово замкнутые категории и категорная логика Математиче-
ская структура, которая составляет основу соответствия Карри-Говарда, мо-
жет быть представлена в инвариантной форме, которая не зависит от синтак-
сических деталей, с помощью теории категорий. Подходящий тип категории,
которая по словам Лавера “служит общей абстракцией для теории типов и ло-
гики высказываний” — это декартово замкнутые категории (Cartesian closed
categories), которые принято также обозначать аббревиатурой CCC. Под этим
именем понятие CCC впервые было сформулировано Лавером в статье 1969-
го года [186]. Однако под другими названиями это понятие можно найти уже
в диссертации Лавера [171] и, как мы уже говорили, в его статье 1964-го года,
посвященной ETCS. Идеи Лавера о логическом значении CCC были система-
тически развиты Йохимом Ламбеком в конце 1960-х и начале 1970-х годов,
см. [187], [188], [189] ; систематический анализ взаимных отношений между
комбинаторной логикой, лямбда-исчислением и декартово замкнутыми кате-
гориями представлен в совместной монографии Ламбека и Скотта 1986-го
года [176]. В этом виде соответствие Карри-Говарда называют соответствием
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Карри-Говарда-Ламбека. Работа Ламбека и Скотта дало начало новой обла-
сти логических исследований, которую называют категорной логикой и кото-
рая исследует различные точки соприкосновения между логикой и теорией
категорий [190], [17].

Цель работы Лавера 1969-го года, как ее сформулировал автор впо-
следствии, состояла в том, чтобы “демистифицировать теоремы о неполноте
Геделя и о неопределимости истинности Тарского показав, что эти утвержде-
ния следуют из простых алгебраических соображений в декартово замкнутой
ситуации” [191, p.2]. Идея Лавера состоит в том, чтобы описать минималь-
ную концептуальную рамку, в которой можно проводить “диагональные до-
казательства”, которые также называют “диагональными аргументами”. Это
название отсылает к классическому доказательству теоремы Кантора о том,
что между множеством действительных чисел R и множеством натуральных
чисел N не существует поэлементного вазимно-однозначного соответствия,
которое включает в себя построение бесконечной матрицы 0-1 последователь-
ностей и рассмотрение инвертированной диагонали этой матрицы. Подобные
аргументы с участием невозможных конструкций были впоследствии исполь-
зованы в доказательствах невозможности (а также в доказательствах неко-
торых других математических утверждений), в частности, Геделем (первая
теорема о неполноте арифметики), Тарским (неопределимость арифметиче-
ской истинности внутри арифметики), Расселом (парадокс Рассела), Брауэ-
ром (теорема о неподвижной точке), Тьюрингом (неразрешимость проблемы
остановки). Однако до работы Лавера 1969-го года не было известно никакой
общей формулировки диагонального аргумента, которая была бы применима
во всех таких случаях. Лавер показал, что CCC может быть использована в
качестве формальной рамки, в которой можно провести диагональный аргу-
мент в его общей алгебраической форме.

Как мы уже видели в 3.1.2, ETCS определяет категорию множеств
как CCC особого вида. Логическая значимость CCC, о которой было только
что сказано, позволяет нам посмотреть на ETCS с новой точки зрения. Выше
мы представили ETCS как стандартную первопорядковую теорию подобную
ZFC и PA (с некоторыми оговорками). Напомним, что стандартная аксиома-
тическая архитектура таких теорий включает в себя (i) базовое логическое
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исчисление имеющее определенную логическую семантику, которая, в част-
ности, задает значения логических констант и семантику логического вывода
и (i) вне-логическую часть, которая включает в себя нелогические константы
и соответствующие понятия (например, понятие принадлежности элемента
множеству в ZFC) и аксиомы, которые не являются логическими тавтология-
ми. Вне-логическая часть ETCS в свою очередь имеет два слоя: общая теория
категорий EM (нижний слой) и 8 дополнительных аксиом Лавера с их след-
ствиями (верхний слой). Однако оказывается, что фрагмент этого верхнего
слоя, а именно теория ССС, в свою очередь поддерживает логическую семан-
тику и является в этом логически значимым. Это обстоятельство нарушает
привычный аксиоматический порядок, согласно которому логика относится
к базовому уровню теории и является общей для многих или даже для всех
подобных теорий (если принять тезис логического монизма, согласно которо-
му существует единственная правильная Логика), тогда как все дальнейшие
вне-логические слои аксиоматических конструкций делают соответствующие
теории более и более специальными. Идея такого иерархического теоретиче-
ского порядка, которая является ключевой для стандартной аксиоматической
архитектуры теорий в том виде, как она описана, например, в [122], [123],
несовместима с идеей о том, что 8 аксиом Лавера играют какую-то роль роль
в спецификации логической части ETCS наряду с ее вне-логической частью.
Как мы скоро увидим, Лавер принимает эту последнюю идею со всей серьез-
ностью, что приводит ее к понятию о внутренней логике данной категории.
В настоящей работе мы предпринимаем попытку развить этот подход си-
стематическим образом и сформулировать на этой основе новый взгляд на
аксиоматический метод.

Идея о том, что отношения между логикой и теорией множеств могут
быть более тесными и более специальными, чем это представляется с точ-
ки зрения стандартного аксиоматического подхода, была в разных формах
известна задолго до возникновения категорной логики, современной аксио-
матики и теории множеств в ее современном виде. Анализ высказываний в
терминах объемов понятий занимает центральное место в пионерских работах
Джорджа Буля [192]. Этот экстенсиональный подход, в котором используют-
ся понятия универсума рассуждения и логического класса и получает даль-
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нейшее развитие у Джона Венна [193], имя которого широко известно благо-
даря его полезным логическим диаграммам. Булева алгебра в ее современном
виде — это математическая структура, которая является общей для логики
высказываний с обычными логическими связками и множества подмножеств
данного множества с стандартными теоретико-множественными операциями.
Открытие Лавером того факта, что структура CCC является общей для про-
сто типизированного лямбда-исчисления и конструктивного фрагмента есте-
ственного вывода, продолжает ту же линию развития в математической логи-
ке. Прежде, чем мы перейдем к обсуждению эпистемологических следствий
этого открытия, мы опишем другой результат Лавера, который показывает,
что анализ базовых логических понятий теоретико-категорными средствами
действительно имеет объяснительную силу и является нетривиальным.

D) Кванторы как сопряженные функторы
Ситуацией сопряжения или просто сопряжением называют пару ка-

тегорий A,B снабженную двумя противоположно направленными функтора-
ми f, g:

A
f //B
g
oo

и естественными преобразованиями α : A → gf и β : fg → B такими что
(fβ)(αg) = g and (βg)(fα) = f при том, что следующие треугольники явля-
ются коммутативными:

g
αg //

1g !!

gfg

gβ
��
g

f
fα //

1f   

fgf

βf
��
f

(Как и выше мы не различаем в категории объекты и тождественные мор-
физмы этих объектов.) Если имеет место ситуация сопряжения, то функтор
g называют левым сопряженным по отношению к функтору f , а функтор
f называют правым сопряженным по отношению к функтору g, в символах
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g a f . Функтор может иметь не более одного правого и не более одного левого
сопряженного функтора (упражнение).

Для лучшего понимания дальнейшего полезно считать, что мы работа-
ем с SET, но при этом иметь в виду, что описываемое построение в несколько
более абстрактной форме также может быть выполнено в категориях более
общего вида (в частности, в любом топосе, см. 3.1.4 ниже). Предположим,
что нам дан одноместный предикат, то есть свойство, которое определено на
множестве Y ; в этом случае определено подмножество PY ⊆ Y такое что для
всех y ∈ Y P (y) истинно если и только если y ∈ PY . Используя эти данные
и морфизм f : X → Y , мы можем определить на X новый предикат R сле-
дующим образом: будем считать, что для всех x ∈ X R(x) истинно, когда
f(x) ∈ PY , и ложно в противоположном случае. Таким образом мы получи-
ли подмножество RX ⊆ X такое что для всех x ∈ X R(x) истинно тогда и
только тогда, когда x ∈ RX . Сделаем дополнительное допущение о том, что
всякое подмножество PY множества Y может быть задано с помощью опре-
деленного на Y предиката P . Тогда используя определенный выше морфизм
f мы можем с каждому подмножеству PY сопоставить подмножество RX и,
соответственно, каждому определенному на множестве Y предикату P сопо-
ставить некоторый предикат R определенный на множестве X. Поскольку
подмножества данного множества образуют булеву алгебру, мы получаем та-
ким образом отображение булевых алгебр (обратите внимание на изменение
направления стрелки!):

f ∗ : B(Y ) //B(X)

Поскольку булевы алгебры сами являются категориями (объекты: под-
множества и морфизмы: включения подмножеств) f ∗ это функтор. Каждому
высказыванию вида P (y) где y ∈ Y функтор f ∗ выбирает x ∈ X такое что
y = f(x) и ставит в соответствие высказывание P (f(x)) = R(x) (для одного
значения y этот функтор может оборазовать множество различных высказы-
вания такого вида). Поскольку функтор f ∗ заменяет в P (y) y на f(x) = y его
называют функтором подстановки.

Левый сопряженный функтор к функтору подстановки f ∗ — это функ-
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тор

∃f : B(X) //B(Y )

который отображает каждое подмножество R ∈ B(X) (то есть каж-
дое подмножество множества X) на подмножество P ∈ B(Y ) (подмножество
множества Y ) содержащее такие элементы y ∈ Y , для которых существует
некоторый элемент x ∈ R такой что y = f(x):

∃f(R) = {y|∃x(y = f(x) ∧ x ∈ R)}

Другими словами, функтор ∃f отображает R на образ подмножества
P при морфизме f . Если теперь, как мы это делали выше, понимать R как
свойство (предикат) R(x) определенное на множестве X, и понимать P как
свойство P (y) определенное на Y , то можно сказать, что функтор ∃f отобра-
жает высказывание R(x) на высказывание P (y) = ∃fxP ′(x, y) интерпретируя
при этом ∃f как обычный квантор существования.

Правый сопряженный функтор к функтору подстановки f ∗ — это
функтор

∀f : B(X) //B(Y )

который отображает каждое подмножество R ∈ B(X) на подмноже-
ство P ∈ B(Y ) определенное следующим образом:

∀f(R) = {y|∀x(y = f(x)⇒ x ∈ R)}

и таким образом отображает высказывание R(X) на высказывание
P (y) = ∀fxP ′(x, y).

Напомним, что функторы ∃f и ∀f определяются как сопряженные к
функтору подстановки f ∗.

Тот факт, что логические кванторы появляются в этой конструкции
“естественным образом” как сопряженные фукторы, заслуживает внимания
с математической точки зрения. Согласно Марки и Рею “это было ключевое
наблюдение, которое убедило многих математиков в том, что это правильный
анализ кванторов” [194, p.710].
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Идея представления логических кванторов как сопряженных функто-
ров впервые упоминается в работе Лавера 1967-го года [195]. Более система-
тично эта идея развита в статье Лавера 1969-го года [196], где автор пользу-
ется понятием о декартово замкнутой категории. Категорную конструкцию,
которая поддерживает функторное представление кванторов и первопорядко-
вой логики Лавер называет гипердоктриной [197]. Вместе с первопорядковой
логикой гипердоктрины Лавера также интернализируют отношение равен-
ства. Эта сторона работы Лавера рассмотрена в [19, Ch. 5.5]. Здесь мы только
укажем на интересную историческую деталь. Говоря об интернализирован-
ном отношении равенства в гипердоктринах, Лавер указывает на аналогию
с теорией гомотопий, но не развивает эту идею далее [197, p. 3-4]. Сегодня
это замечание Лавера читается к ясное предвосхищение основной идеи гомо-
топической теории типов, которая была создана в конце 2000-х годов, см. 3.2
ниже.

Лавер и Розенбруг дают представлению кванторов в виде сопряжен-
ных функторов интересное неформальное объяснение [93, p.193-194]. Они раз-
вивают точку зрения, согласно которой обычная идея о том, что один и тот же
логический формализм может быть использован в различных универсумах
рассуждений, которые выбираются произвольно исходя из прагматических и
других внешних соображений (которую, в частности, защищает Венн [193]),
дает только локальную и существенно неполную картину того, как работает
логика. Согласно Лаверу и Розенбургу, множество универсумов рассуждений
представленных объектами базовой категории, а также структура “перехо-
дов” между этим универсумами представленных морфизмами этой катего-
рии, существенно определяют (внутреннюю) логику этой категории. Таким
образом теоретико-категорный подход в логике позволяет увидеть глобаль-
ную картину и, в частности, объяснить природу логических кванторов. При
этом Лавер и Розенбург также отвергают фрегеанский подход, который пред-
полагает существование единственного универсума рассуждений отождеств-
ляемого с миром действительности [198, p.x-xi]. Заметим, что подход Лавера
и Розенбурга допускает более точную формулировку в рамках которой уни-
версумы рассуждений понимаются как типы в смысле логической теории
типов. Анализ категорной логики с теоретико-типовой точки зрения (но без
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использования гомотопического подхода) представлен в монографии Барта
Якобса 1999-го года [199].

E) Объективная и субъективная логика согласно Лаверу
Подход Лавера в логике и основаниях математики в значительной сте-

пени мотивирован философией Гегеля и особенно гегелевскими понятиями
об объективной и субъективной логике. Подробности касающиеся рецепции
гегелевских понятий Лавером и использования этих понятий в математике
описаны в нашей монографии [19, ch.5.8] и [18]. Здесь мы не будем касаться
этих деталей и объясним различие между объективной и субъективной ло-
гикой следуя Лаверу без ссылок на Гегеля. Как мы сейчас увидим, у Лавера
это различие имеет не только философское, но и техническое математическое
содержание. Вот как Лавер сам объясняет это различие в статье 1994-го года
[200]:

“Возникшая [. . . ] из нужд геометрии теория категорий создала та-
кие понятия как сопряженный функтор, топос, расслоение, замкну-
тая категория, 2-категория и т.д. для того чтобы обеспечить (i) ори-
ентацию в сложных, но далеко не случайных построениях понятий
и их взаимодействиях, которые возникают при изучении простран-
ства и количества. Именно бескомпромиссная приверженность этой
цели обеспечила теории категорий ее мощь. [. . . ] Если заменить
“пространство и количество” на “любой серьезный предмет иссле-
дования”, (i) будет моим рабочим определением объективной логи-
ки. Но, разумеется, в точном философском смысле пространство и
количество имеют отношение к любому серьезному предмету иссле-
дования. [..] В качестве частного случая теория категорий также
объективировала (ii) субъективную логику выводов между утвер-
ждениями. При этом интерес представляют только те утверждения,
которые могут быть использованы как описания объектов, которые
конкретизируют понятия.” [200, p. 16]

“Субъективная” логика, о которой говорит Лавер — это логика в при-
вычном смысле слова, которая задает правила вывода утверждений или суж-
дений из других утверждений (суждений), и которая может быть формально
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представлена в виде CFOL или в виде другого символического логического
исчисления. Однако с точки зрения Лавера, считать такие логические исчис-
ления самодостаточными и использовать их в качестве основания математи-
ческих и научных теорий, как этого требует стандартный аксиоматический
метод — это серьезная философская ошибка. Лавер аргументирует, что логи-
ка в этом привычном смысле слова сама должна быть обоснована с помощью
теорий “пространства и количества”, то есть с помощью геометрических и
арифметических теорий. Таким образом Лавер переворачивает тот порядок
идей, который в стандартной аксиоматической архитектуре (в том виде, как
она описана, например, Тарским [122]), считается правильным.

Можно возразить, что стандартные логические исчисления включая
CFOL на самом деле удовлетворяют требованиям Лавера, поскольку они
включают в себя некоторые фундаментальные понятия “возникающие при
изучении пространства и количества”, например, понятие функции. Можно
также указать на тот факт, что стандартная аксиоматическая архитектура
допускает онтологическое фундирование логики, многочисленные варианты
которого можно найти как в старой, так и в новейшей философской лите-
ратуре. Рассмотрение гегельянских взглядов Лавера на логику в этих более
широких контекстах может быть полезным и интересным, но мы сейчас хо-
тели бы объяснить, каким образом эти взгляды связаны с математическими
достижениями Лавера в логике. Утверждение о том, что (субъективная) ло-
гика является “частным случаем” более общей структуры, которую он назы-
вает объективной логикой, имеет у Лавера точный математический смысл.
Вернемся к понятию сопряженного функтора. Это понятие играет фундамен-
тальную роль в теории категорий и — если считать ТК основанием матема-
тики — также в математике в целом [196]. Поэтому понятие сопряженного
функтора относится к объективной логике в смысле Лавера. В частности,
понятие сопряженного функтора позволяет представить и объяснить природу
логических кванторов, которые принадлежат обычной субъективной логике.
Таким образом (субъективная) логическая структура данной теории оказы-
вается составной частью более фундаментальной математической и понятий-
ной структуры. Эту “субъективную” часть теоретической структуры можно
абстрагировать и изучать отдельно, но ее нельзя считать независимым и са-
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модостаточным основанием этой структуры. В следующем разделе мы пока-
жем, каким образом этот взгляд на логику получает дальнейшее развитие в
аксиоматической теории топосов Лавера.

3.1.4 Топосы и их внутренняя логика

A) Элементарный топос
Математическое понятие топоса впервые появилось в 1960-х годах в

кругу Александра Гротендика как двойное обобщение понятия топологиче-
ского пространства. Первое обобщение связано с понятием пучка функций
заданных на открытых подмножествах базового топологического простран-
ства T ; накладываемые на эти функции условия склейки позволяют понимать
их значения как “моментальные фотографии” множества, которое изменяет-
ся непрерывно в смысле заданной на T топологии. Если множество значений
снабжено дополнительный структурой, например, структурой группы, то по-
добным образом можно думать о непрерывно переменных группах. Чтобы от
пучков функций перейти к топосам, нужно сформулировать понятие пучка
в теоретико-категорных терминах. Для этого топологическое пространство
T представляют в виде категории, объекты которой это открытые подмно-
жества, а морфизмы это теоретико-множественные включения этих подмно-
жеств; таким образом получается категория, в которой для каждой пары
объектов имеется не более одного морфизма (такие категории называют ча-
стичными порядками). Далее пучок определяется как функтор вида T op → S

из категории T op, которая получается из T с помощью “разворота стрелок”,
в категорию множеств; этот функтор также должен удовлетворять условиям
склейки, которые обеспечивают непрерывность вариации значений в смысле
топологии на T . То, что в этой конструкции стрелки базовой категории нужно
разворачивать, было трудно понять без использования понятия функтора, и
до возникновения теории категорий это было основным препятствием на пути
реализации разнообразных проектов построения “топологии без точек” [201].
Таким образом, базовый пример топоса — это категория пучков множеств над
данным топологическим пространством; поскольку пучки являются функто-
рами, морфизмы этой категории это естественные преобразования.
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Второе обобщение касается самого понятия о топологии. С открытым
множеством U топологического пространства T всегда можно связать по-
крывающее семейство CU открытых множеств Vi таких, что их объединение
содержит U :

⋃
i

Vi ⊇ U

, то есть каждая точка U принадлежит хотя бы одному из Vi. В частности,
само топологическое пространство T всегда можно покрыть по крайней ме-
ре одним семейством открытых множеств. Гротендик заметил, что понятие
покрывающего семейства имеет смысл не только для частичных порядков,
но и для категорий более общего вида, и определил покрывающее семейство
как семейство входящих морфизмов замкнутое относительно определенных
операций. Это привело его к более общему понятию топологии, которое назы-
вают топологией Гротеника, которое определяется путем выделения опре-
деленных семейств морфизмов с общим кодоменом в качестве покрывающих
семейств данного объекта. Категория C снабженная топологией Гротендика
J называется сайтом (C, J). Пучки на сайтах определяются так же как на
обычных топологических пространствах. Топос Гротендика — это категория
пучков на данном сайте. Точные определения можно найти в [202, ch. 2-3].

Понятие топоса изобретенное Гротендиком и развитое его коллегами
сначала не имело никакого специального отношения к логике; заслуга откры-
тия логической структуры топоса полностью принадлежит Лаверу. В своей
пионерской статье 1970-го года [6] Лавер дает определение топоса, которое се-
годня называют определением элементраного топоса; слово “элементарный”
здесь выражает тот факт, что определение Лавера в отличие от сложной
конструкции предложенной Гротеником просто переводится на формальный
язык первопорядковой логики citeMcLarty:1992. Согласно этому определению
(элементарный) топос это CCC с классификатором подобъектов, который в
топосах общего вида играет роль 2 (множества и двух элементов) в катего-
рии SET, которая также является элементарным топосом. 2 классифицирует
подмножества данного множества S в том смысле, что на вопрос является ли
элемент p ∈ S также элементом U ⊆ S всегда существует только 2 два воз-
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можных ответа: да или нет. Это позволяет задавать любое подмножество U
с помощью функции вида u : S → 2, которая для каждого p ∈ U принимает
значение “да” и принимает значение “нет” в другом случае. Множество всех
таких функцией 2S можно отождествить с множеством всех подмножеств
множества S.

В CCC для любой пары объектов A,B всегда существует экспонен-
циальный объект A,B, но этого недостаточно для построения специального
объекта Ω играющего роль “объекта истинностных значений” так, чтобы экс-
поненциальный объект ΩA представлял пространство всех подобъектов объ-
екта A. Подобъектом объекта A мы называем любой входящий мономорфизм
f , то есть такой морфизм, что для любых g, h f ◦ g = f ◦h имеет место g = h

(сокращаемость слева). Пусть даны два подобъекта f1, f2 объекта A и мор-
физм h такой что f1 = f2 ◦ h. Согласно только что данному определению,
если такой морфизм существует, он единственен. Это значит, что подобъек-
ты данного объекта образуют частичный порядок. В SET частичный порядок
подобъектов является булевой решеткой, а в топосе общего вида эта решетка
является гейтинговой. Очевидно, что работа Лавера над ETCS, которой он
занимался ранее, помогла ему сформулировать аксиомы для теории элемен-
тарного топоса. Именно Лавер впервые стал рассматривать пучки в качестве
непрерывным образом меняющихся множеств и увидел, что категория таких
множеств имеет много общих свойств с категорией обычных “неподвижных”
множеств. Систематическое изложение теории топосов с элементарной точки
зрения можно найти в [92] и [203, p. 68-119].

Понятие элементарного топоса является более общим, что понятие то-
поса Гротендика: существует класс элементарных топосов, которые не яв-
ляются гротендиковыми. В частности, категория (всех) конечных множеств
FinS является элементарным топосом, но не гротендиковым топосом, по-
скольку в ней отсутствуют бесконечные пределы. Другой важный пример
элементарного, но не гротенидкового топоса — это эффективный топос, в
котором все полные функции из натуральных числе в натуральные числа
являются рекурсивными. Необходимые и достаточные условия при которых
элементарный топос является гротендиковым были найдены в 1972-м году
студентом Гротендика Жаном Жиро [204].
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Предложенная Лавером аксиоматизация теории топосов позволила по-
знакомиться с этой теорией и внести в нее свой вклад многим людям, которые
не являются специалистами в алгебраической геометрии. Любой, кто изучает
теорию топосов сегодня, начинает с аксиом Лавера. Таким образом аксиома-
тизация теории топосов — это история успеха аксиоматического метода в ма-
тематике 20-го века. С одной стороны, теория элементарного топоса имеет те
же практические преимущества, что и “аксиоматическая” теория гомотопии
Квиллена [161] и “аксиоматическая” теория гомологической алгебры постро-
енная Эйленбергом и Стинродом [159]: как и эти теории аксиоматическая
теория топосов очень значительно упрощает и проясняет сложный матема-
тический предмет и помогает его дальнейшему изучению. С другой стороны,
в отличие от теорий Квиллена, Эйленберга и Стинрода, предложенная Ла-
вером теория элементарного топоса как и ETCS удовлетворяет стандартам
логической строгости, которые позволяют называть эту теорию аксиомати-
ческой без всяких оговорок (или с незначительными оговорками, подобными
тем, которые мы делали выше в случае ETCS). Однако у теории элементар-
ного топоса есть еще одна необычная черта, к обсуждению которой мы теперь
переходим.

B) Внутренняя логика топоса; логика и геометрия
Статья Лавера 1970-го года “Кванторы и пучки” начинается так:

“Единство противоположностей в заглавии этой статьи это по су-
ществу диалектическое единство логики и геометрии; при этом есть
достаточные основания чтобы считать, что геометрический аспект
является ведущим. В то же время . . . существенно также влияние в
противоположном направлении: “топология” Гротендика естествен-
ным образом может быть представлена в виде модального операто-
ра “локально верно то, что”, обычные логические операторы такие
как ∀, ∃, ⇒ имеют естественные аналоги, которые применяются не
к пропозициональным функциям, а к семействам геометрических
объектов, а важный прием состоит в том, что конструкции перво-
начально изученные в категории S абстрактных множеств перено-
сятся на произвольный топос. Мы начнем с того, что представим
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основные противоречия теории топосов Гротендика-Жиро-Вердье с
помощью четырех или пяти сопряженных функторов, что позволит
нам . . . утверждать, что логика — это частный случай геометрии. ”
[6, p. 329]

“Единство противоположностей в заглавии” это единство логики и гео-
метрии, поскольку понятие квантора является логическим, а понятие пучка
геометрическим. Оставляя сейчас в стороне гегелевское понятие о единстве
противоположностей, мы опишем единство логики и геометрии в топосе с
математической точки зрения. Аксиомы Лавера для теории элементарного
топоса мотивированы интерпретации топоса как категории обобщенных “пе-
ременных” множеств; эту теорию можно назвать обобщенной версией ETCS,
которая допускает использование других классификаторов подобъектов по-
мимо 2. Таким образом то, что было сказано выше о внутренней логической
структуре SET в 3.1.2, применимо и к теории элементарного топоса. Бо-
лее того, в теории топосов понятие о внутренней логике допускает строгую
формализацию. Для этого с топосом связывают формальный язык, который
называют языком Митчела-Бенабу или внутренним яызком данного топоса,
и затем снабжают этот язык формальной семантикой (семантикой Крипке-
Жояля), которая однозначно задается структурой данного топоса; таким об-
разом построенный внутренний язык обладает свойствами корректности и
полноты по отношению к данной семантике, см. детали в [202, p. 296-318].
Внутренний язык топоса реализует используемое Лавером понятие объек-
тивной логики в следующем смысле: (субъективная) логическая структура
топоса представленная его внутренним язык определяется базовой структу-
рой топоса, которая имеет объективное геометрические (и, возможно, также
физическое) содержание. Говоря словами Лавера, логика оказывается част-
ным случаем геометрии.

Если теория топосов строится с использованием стандартной аксиома-
тической архитектуры, которая предполагает, что логическая часть теории
является самодостаточной и заранее фиксированной, то внутренняя логика
топоса оказывается дополнительной структурой надстроенной над данным
топосом. Такой стандартный аксиоматический подход в теории топосов ис-
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пользует Колин МакЛарти в [92]. После введения категорий и топосов обыч-
ным полу-формальным способом Макларти строит внутренний язык топоса
[92, ch. 14] и потом в главе с названием “От внутреннего языка к топосу” пока-
зывает, каким образом топос может быть заново описан “изнутри” с помощью
своего собственного внутреннего языка. Такое внутреннее описание, вообще
говоря, не совпадает с внешним описанием, поскольку внешний язык всегда
имеет бо́льшую выразительную силу (ибо в противном случае с его нельзя ис-
пользовать для спецификации внутреннего языка), так что некоторые детали
различимые “снаружи” во внутреннем описании могут теряться.

Этот интересный эффект можно сравнить с подобным эффектом в
римановой геометрии, когда свойства вложения многообразия во внешнее
пространство не отражаются в описании внутренних геометрических свойств
этого многообразия. Допустим, что на листе бумаги нарисована прямая ли-
ния. Сложим теперь этот лист бумаги пополам. С внешней точки зрения
нарисованная линия более не является прямой, но ее внутренние геомет-
рические свойства при этом остались прежними. Различие между внешни-
ми и внутренними геометрическими свойствами кривых поверхностей было
впервые описано Карлом Фридрихом Гауссом в его диссертации [166]; основ-
ной результат этой работы и сегодня известен под оригинальным латинским
названием Theorema Egregium. Бернард Риман сделал следующий шаг, рас-
сматривая кривые поверхности и многообразия более высоких размерностей
заданные только с помощью своих внутренних свойств в качестве самостоя-
тельных геометрических объектов [205]. Сегодня такой “внутренний” подход
в геометрии является стандартным; заметим, что он также играет ключе-
вую роль в Общей теории относительности, которая описывает физическое
пространство-время в терминах и понятиях его внутренней геометрии, кото-
рые в этом случае имеют и физическое содержание; см. [9], [11].

Идея Лавера о том, что логическая часть теории топосов должна быть
построена на геометрическом фундаменте (который может быть частью фи-
зической теории [13]), хорошо соответствует понятию о внутренней логике
топоса, но в то же время противоречит идее о том, что теория топосов как
и любая другая аксиоматическая теория нуждается в некоторой базовой ло-
гике, которая лежит в ее основании. С точки зрения Лавера, как мы ее по-
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нимаем, внутренняя логика топоса — это единственная “настоящая” логика
теории топосов. Имея в виду указанную выше геометрическую аналогию,
естественно рассмотреть возможность спецификации топоса с использовани-
ем только его внутреннего языка без привлечения дополнительных внешних
логических ресурсов. В простой форме эта возможность реализуется следу-
ющим образом. Вместо того, чтобы строить внутренний язык LT топоса T в
виде дополнительной структуры над T , можно начать с описания синтаксиса
LT , затем дать этому исчислению предварительную интуитивную семанти-
ку и затем шаг за шагом доводить эту семантику до полноценной топосной
семантики Крипке-Жояля.

Именно таким способом Джон Белл строит локальную теорию мно-
жеств (LST) [206], которая показывает как “топос выглядит изнутри”. С
внутренней точки зрения топос выглядит как универсум подобный универ-
суму множеств, в котором множества являются “локальными” в том смысле,
что “некоторые теоретико-множественные операции включая пересечение и
объединение производятся только с множествами одного и того же типа, [. . . ]
кроме того, области значений переменных также ограничены определенны-
ми типами” [206, p.99]. Белл показывает, что локальные LST-множества и ло-
кальные функции образуют топос (как классические множества), доказывает
ряд утверждений о корректности и полноте и затем доказывает фундамен-
тальную теорему эквивалентности, согласно которой
Для любого топоса E и его внутреннего языка LE категория (топос)C(LSTE)

LST-множеств построенная с помощью LE категорно эквивалентна E, в сим-
волах,

E ' C(LSTE)

.
Топос C(LSTE) называют также лингвистическим топосом (поскольку он
строится с помощью формального языка LE). Теорему эквивалентности Бел-
ла можно кратко выразить словами так: каждый топос эквивалентен своему
лингвистическому топосу. См. [206, p. 105-113].

Теорема эквивалентности вместе с доказанными Беллом теоремами о
корректности и полноте, согласно которым истинность в лингвистическом то-
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посе C(LSTE) в точности соответствует доказуемости в LSTE, показывает,
что внутренний язык топоса в самом деле определяет свой топос в сильном
смысле слова, а именно с точностью до категорной эквивалентности. Мож-
но ли на этом основании считать LST аксиоматическим построением теории
топосов? Так же как топос классических множеств SET не является множе-
ством с дополнительной структурой, топос C(LSTE) не является одним из
локальных множеств из теории LSTE. С этой точки зрения можно сказать,
что LST не годится на роль аксиоматической теории топосов, так же как ZFC
не годится на роль аксиоматической теории категории SET. В то же время
LST дает точное формальное внутреннее описание топоса, которое показы-
вает, что

“на любой топос можно посмотреть как на универсум математи-
ческих рассуждений или ’мир’, в котором можно интерпретировать
математические понятия и делать математические построения” [206,
p.238].

Таким образом, эта теория по крайней мере дает полезную логическую пер-
спективу в теории топосов. Петер Джонстон в своем энциклопедическом тру-
де по теории топосов озаглавленном “Наброски слона” [203] сравнивает топос
со слоном из индийской легенды о трех слепых ощупывающих это животное
с разных сторон и рассказывающих друг другу очень разные вещи. Внут-
ренний логический подход Белла Джонстон излагает в части своей работы
озаглавленной “Топосы как теории”. Джонстон систематически излагает этот
подход совершенно независимо от геометрического подхода, который он назы-
вает “Топосы как пространства”. Этим двум подходам в изложении Джонсто-
на предшествует подход “Топосы как категории”, который в этом изложении
является базовым по крайней мере в педагогическом смысле.

Работа Джонстона ясно показывает, что геометрическое содержание
теории топосов не сводится к логическому содержанию этой теории по об-
разцу “Оснований геометрии” Гильберта 1899-го года [1]. Важная причина
этого состоит в том, что созданная Гильбертом аксиоматическая архитекту-
ра теорий не предусматривает подходящего места для понятия внутренней
логики, которое возникает в теории топосов. Эту стандартную архитектуру
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можно сравнить с геометрией до Лобачевского и Римана, которая принима-
ла как само собой разумеющуюся идею о том, что евклидово пространство
является универсальной сценой для любых геометрических рассуждений и
построений. Аксиоматический метод Гильберта позволяет строить многочис-
ленные геометрические сцена такого рода используя универсальную “логиче-
скую сцену”, то есть фиксированную базовую логику. Логический плюралист
может применять эту теоретическую схему используя при этом множество
различных базовых логик и приветствовать порождаемую таким подходом
пролиферацию математических и не математических теорий [207]. Однако,
на наш взгляд, это не помогает лучше осмыслить понятие внутренней логики
в теории топосов, которое очевидным образом играет фундаментальную роль
в логических основаниях этой теории.

Действительно, несмотря на то, что язык Митчела-Бенабу и семанти-
ка Крипке-Жояля представляют собой строгие математические конструкции,
понятие внутренней логики данной категории нуждается в дополнительном
прояснении. Вряд ли такое прояснение возможно без ревизии понятий семан-
тики и модели в контексте категорной логики. В ситуации, когда L — это
внутренний язык категории C, исследователи часто называют C элементом
семантики языка L или моделью L. Это зависит от выбранной точки зрения.
В 3.2.5 мы рассмотрим интересное предложение Владимира Воеводского о
том, как развести эти фундаментальные логические понятия в новом контек-
сте.

Хотя теория топосов в сегодняшнем виде и не дает никакой опреде-
ленной альтернативы для стандартной аксиоматической архитектуры, она
ясно указывает на проблемы этой стандартной архитектуры. В следующем
разделе работы мы рассмотрим более современный формальный подход в
основаниях математики, который называется унивалентными основаниями.
Этот подход является внутренним; он позволяет проводить различие между
логическими и геометрическими свойствами на формальном уровне и дает
нам более ясное представление об альтернативном аксиоматическом подходе.
Прежде чем мы перейдем к введению унивалентных оснований, мы обсудим
некоторые предварительные логические, математические и исторические мо-
менты.
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3.2 Гомотопическая теория типов и унивалентные основания ма-

тематики20

3.2.1 Правила или аксиомы? Формальные системы гильбертовского и генце-

новского типа

Гильберт и вслед за ним Тарский считают любую теорию множеством
формализованных предложений с дополнительной структурой индуцирован-
ной отношением выводимости, которые реализуются на классе задуманных
моделей данной теории и в идеальном случае не реализуются ни на каких
других моделях. (Последнее требование является желательным, но не обя-
зательным.) Интерпретацией данного предложения s при этом понимается
как приписывание определенных семантических значений всем нелогическим
символам и выражениям исходного формального языка, которые использу-
ются в s. Таким образом, данный подход предполагает, что различение меж-
ду логическими и нелогическими символами делается заранее и не зависит
от деталей данной интерпретации. Это требование отражает эпистемологи-
ческую предпосылку, согласно которой логика является всегда более фунда-
ментальной, чем теории, которые “основаны” на этой логике. Стандартная
версия аксиоматического метода описанная Тарским в [122], [123] в явном ви-
де требует предварительной спецификации базового логического исчисления
L, которое затем можно использовать для аксиоматического представления
данной нелогической теории T . Все существующие на сегодняшний день под-
ходы к формальному представлению научных теорий, а также стандартные
аксиоматические подходы в математике, пользуются этой привычной аксио-
матической архитектурой. В случае если L — это CFOL с отношением тож-
дества, Суппес говорит о “стандартной формализации” теорий [143, p. 24].

Однако только что описанная формальная архитектура теорий не яв-
ляется единственно возможной. Еще в 1935-м году сотрудник Гильберта Гер-
хард Генцен заметил, что

“Способ формализации логической дедукции предложенный Фреге,
Расселом и Гильбертом далеко отстоит от тех форм дедукции, кото-

20Этот раздел включает материалы из [19, Ch. 6-7], [26], [27] и [31].
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рые практически используются в математических доказательствах.”
[208, p.68]

и предложил альтернативный подход, который предполагает использование
более сложных систем правил вывода, но не предполагает использования ло-
гических тавтологий в качестве аксиом. Используя такой подход Генцен по-
строил два исчисления, которые сегодня называют естественным выводом и
секвенциальным исчислением [209], [208].

Процитированное выше замечание Генцена представляет собой аргу-
мент прагматического характера, но не указывает на какую-либо новую эпи-
стемологическую точку зрения на логику и аксиоматический метод. Однако
его следующее замечание, согласно которому

“Правила введения [логических символов] представляют собой сво-
его рода ’определения’ [значений] этих символов.” [208, p.80]

сегодня рассматривается некоторыми авторами в качестве исторического ис-
точника альтернативной не-Тарскианской концепции логической семантики,
которая в явной форме была впервые сформулирована только в конце 1990-
х годов и которую называют сегодня теоретико-доказательной семантикой
(PTS) [210, 211]. Мы обсудим PTS более подробно в следующем разделе на-
шей работы.

Напомним, что аксиоматический метод Гильберта включает в себя
идею о том, что теория понятая как потенциально бесконечное множество
предложений может быть формально представлена в виде некоторого под-
множества A ⊆ T (желательно конечного) этого множества предложений и
множества логических правил, который позволяют дедуцировать все осталь-
ные T -предложения из аксиом. При этом предполагается, что логические пра-
вила являются общими для всех теорий (логический монизм) или по крайней
мере общими для широкого класса теорий (логический плюрализм). Это при-
вычное представление о том, как должна быть устроена формализованная
теория, допускает по крайней мере два независимых друг от друга возра-
жения, которые частично мотивированы историческими наблюдениями из-
ложенными в главах 1-2 настоящей работы .
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Во-первых, предположение о том, что научные и математические тео-
рии можно считать множествами предложений (понимая при этом под пред-
ложениями лингвистические выражения выражающие логические высказы-
вания или суждения) , является более проблематичным, чем может пока-
заться на первый взгляд. Как мы видели, геометрическая теория Евклида не
попадает под такое определение теории: первые принципы теории Евклида —
это правила, а не предложения, и кроме теорем, которые являются предло-
жениями, эта теория содержит проблемы, которые предложениями не явля-
ются (1.1.4 выше). Используя современную терминологию, можно сказать,
что теория Евклида — это теория генценовского, а не гильбертовского ти-
па. Напомним, что вариант “непропозиционального взгляда” (non-statement
view) на научные теории был ранее заявлен Патриком Суппесом и другими
энтузиастами семантического подхода в формальном представлении научных
теорий (см. 2.3.3 выше). Как мы покажем в следующем разделе, теоретико-
модельная логическая семантика предложенная Тарским в самом деле под-
держивает взгляд, согласно которому правила логического вывода имеют по
существу синтаксический характер, тогда как выражаемое этими правилами
логическое содержание имеет пропозициональную форму. Мы также рассмот-
рим в этой связи альтернативный подход к логической семантике, который на
наш взгляд является более адекватным задаче формального представления
теорий.

Во-вторых, проблематичным является предположение о том, что выво-
ды теорем из аксиом во всех случаях должны быть логическими выводами.
Это утверждение представляет собой сильный нормативный эпистемологи-
ческий принцип, который мотивировал исследования Гильберта в области
аксиоматической математики. Очевидно, что этот принцип имеет точное со-
держание только тогда, когда он используется вместе с критерием, который
позволяет различать логические и нелогические выводы, то есть вместе с
критерием логичности (logicality). Однако Гильберт не использовал таких
критериев в явном виде, а считал свою концепцию логики само собой разу-
меющейся.

Критерии логичности нужно отличать от критериев валидности дан-
ного вывода. Тривиальное наблюдение состоит в том, что многие нелоги-
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ческие выводы, например, некоторые геометрические выводы в “Началах”
Евклида, являются валидными. На основании того, что температура тела
человека выше 37◦C, можно сделать заключение о том, что этот человек бо-
лен. Это правило вывода является валидным, но оно не является логическим,
поскольку область применения данного правила ограничена медицинской те-
матикой. Как мы уже упоминали выше, вопрос о критериях логичности яв-
ляется сложным, и подробное его обсуждение не входит в нашу задачу (см.
1.2.2 выше). Мы воспользуемся здесь только следующим слабым необходи-
мым критерием логичности, который в контрапозициональной форме можно
сформулировать так: правило вывода, которое валидно в некоторой конкрет-
ной предметной области, но не валидно других предметных областях, не яв-
ляется логическим. Подчеркнем еще раз, что “логичность” (logicality) в том
смысле, как этот термин используется в философской логике, указывает не
на соответствие рассуждения так или иначе заданным логическим правилам,
а на характер используемых в рассуждении аргументов.

Нелогические правила вывода с ограниченной областью применения
играют важную роль в научных теориях и могут быть использованы при
формализации этих теорий. Аксиомы и Постулаты “Начал” Евклида явля-
ются примерами таких правил. Тогда как Постулаты являются правилами
построения геометрических объектов, и по этой причине их вряд ли можно
принять за логические правила, Аксиомы применяются к высказываниям. Но
в отличие от логических правил Аксиомы Евклида релевантны и валидны не
для любых высказываний, а только для высказываний особого вида, а именно
для высказываний о равенстве числе и геометрических величин (в понимании
Евклида). Многочисленные современные примеры валидных нелогических
выводов можно найти в компьютерной науке и цифровых информационных
технологиях. Компьютерные системы имплементирующие нелогические пра-
вила вывода называют экспертными системами; такие системы использу-
ются для автоматизации рассуждений в конкретных предметных областях,
например, в области городских коммуникаций, в медицине и т.д. [212].

Утверждение о том, что всякий валидное правило вывода можно све-
сти к некоторому логическому правилу и ряду предпосылок, является силь-
ным эпистемологическим тезисом. Если фиксировать необходимый и доста-
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точный критерий логичности, это тезис можно далее интерпретировать дво-
яким образом. Нормативная интерпретация этого тезиса состоит в том, что
только системы рассуждений основанные на логических правилах можно счи-
тать теориями. Дескриптивная интерпретация этого тезиса — это утвержде-
ние, согласно которому во всех представляющих интерес случаях подобная
редукция нелогических правил вывода к логическим является возможным.
Нормативный тезис, на наш взгляд, является неоправданно сильным, особен-
но в действительной ситуации, когда обсуждаются различные альтернатив-
ные понятия логичности, и по этому поводу среди философов нет консенсуса.
Кроме того, по всей видимости, этот нормативный тезис имеет смысл только
при условии принятия логического монизма. Что касается дескриптивного
тезиса, то в простых случаях он кажется правдоподобным. Пусть T (p) обо-
значает “температура тела человека p выше 37◦C” и S(p) обозначает “p болен”.
Тогда вывод

T (p)

S(p)
(3)

можно заменить аксиомой T (p) → S(p), а затем использовать логическое
правило вывода modus ponens, что дает тот же результат:

T (p);T (p)→ S(p)

S(p)
(4)

Однако нет достаточных теоретических оснований, чтобы утверждать,
что подобная редукция нелогических правил вывода к правилам, которые со-
гласно разумно сформулированному критерию можно будет считать логиче-
скими, возможна во всех представляющих интерес случаях. Подобного рода
замена любого специального правила вывода

Γ, A

B
(5)

аксиомой A→ B используемой для выводов про правилу modus ponens

A;A→ B

B
(6)
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которая позволяет конвертировать формальные доказательства в стиле Ген-
цена аксиоматическими доказательствами в стиле Гильберта, возможна в лю-
бой формальной теории T , которая обладает следующим свойством дедукции
(называемым также теоремой о дедукции в T ) [213], [214]:

Если в T формула B выводима из формулы A в конетксте Γ, то им-
пликация A→ B тоже выводима в T в том же контексте. В символах:

Γ, A `T B влечет Γ `T A→ B для всех Γ, A и B в T .
Теорема дедукции выполняется в классической и интуиционистской первопо-
рядковой логике (при условии замкнутости формул) и для некоторых других
логических исчислений, обладающих большими выразительными возможно-
стями. Теорема дедукции не выполняется в квантовой логике фон-Неймана
[215]. Этот последний факт хорошо известен, и он может создать неверное
впечатление, что отсутствие свойства дедукции у формального исчисления
является экзотической ситуацией. На самом деле, если исчисление генценов-
ского типа строится для формального представления содержательных рас-
суждений в какой-то конкретной предметной области, а не для представ-
ления “логики” как универсальной формы мышления, нет никаких причин
ожидать, что такое исчисление будет обладать свойством дедукции. В каче-
стве примера такой формальной системы с задуманной семантикой в области
криптографии и не обладающего свойством дедукции см.[216]. Заметим так-
же, что свойство дедукции может помочь конвертировать нелогические вы-
воды в формальной теории T в логические выводы с помощью modus ponens
только если T содержит символ импликации, который допускает логическую
семантику. Если задуманная семантика этого символа не логическая, а опре-
деляется в терминах задуманной области интерпретации T , то нет никаких
причин считать выводы по modus ponens с использование T -импликации ло-
гическими выводами. Ясно, что свойство дедукции позволяет редуцировать
множество логических правил вывода к modus ponens и с помощью этого при-
ема конвертировать логические рассуждения в стиле Генцена в аксиомати-
ческие рассуждения в стиле Гильберта. Однако остается неясным, позволяет
ли такая конвертация сводить нелогические правила вывода к логическим.
Этот вопрос требует дополнительного исследования.

В отличие от Гильберта Генцен никогда не пытался применять свой
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основанный на правилах подход за пределами чистой математики и даже
за пределами чистой логики. Сегодня формальные исчисления генценовско-
го типа хорошо знакомы логикам, особенно специалистам в области теории
доказательств, но менее известны более широкому кругу исследователей ра-
ботающих в области применения формальных подходов в науке. Исследова-
ние возможностей формальных систем генценовского типа для представле-
ния математических и научных теорий остается пока в зачаточном состоянии.
Чтобы продемонстрировать эффективность генценовского подхода, мы ниже
рассмотрим конкретное исчисление генценовского типа, а именно теорию ти-
пов Мартина-Лефа, связанную с этой теорией гомотопическую теорию типов
и проект унивалентных оснований математики (см. 3.2.3-5).

В заключение настоящего раздела мы предлагаем терминологическое
соглашение, которым мы будем пользоваться в дальнейшем. Формальные
системы генценовского типа в отличие от систем гильбертовского типа ос-
нованы не на аксиомах, а на правилах. Тем не менее, мы будем называть
теории формализованные в стиле Генцена аксиоматическими теориями на-
ряду с теориями формализованными в стиле Гильберта. Мы мотивируем и
обосновываем это терминологическое решение следующим образом. Теорию
“Начал” Евклида принято называть аксиоматической несмотря на то, что эта
теория генценовского типа (основанная на правилах), а не гильбертовского
типа. Принимая во внимание значение “Начал” Евклида для аксиоматиче-
ского проекта Гильберта, было бы очень странно называть теорию Евклида
как-то иначе. В то же время мы замечаем, что Гильберт использует традици-
онный логический термин “аксиома” очень специфическим образом, называя
так гипотезы определенного вида. На протяжении истории логики термин
“аксиома” употреблялся в разных смыслах. В частности, Аристотель исполь-
зует этот термин для указания на логические правила такие как правило
совершенного силлогизма. С этой широкой исторической перспективы нам
представляется оправданным называть аксиоматическими теориями также
системы генценовского типа вроде MLTT, которые не содержат аксиом в
современном гильбертовском смысле слова; таким образом мы отсылаем к
долгой евклидовой традиции дедуктивных рассуждений основанных на яв-
ных принципах. Работа Гильберта в области аксиоматики началась в конце



162

19-го века и сегодня также принадлежит истории. Как бы этот эпизод не
был значим для истории аксиоматического метода, было бы неверно считать
его последним словом этого раздела интеллектуальной истории или новым
основанием, которое перечеркнуло все более раннюю историю. Понимая воз-
можность терминологической путаницы и предотвращая такую путаницу де-
тальными объяснениями, мы используем понятие аксиоматической теории
в более широком смысле, чем это обычно сегодня принято. При этом мы
имеем в виду, что Гильберт сам указывал на такое более общее понятие ак-
сиоматической теории в своей совместной работе с Бернайсом [80], [81], см.
1.3.2 выше. Называя теории генценовского типа аксиоматическими наряду
с теориями гильбертовского типа, мы обобщаем принятое понятие об акси-
оматической теории, но при этом не делаем его менее формальным и менее
строгим.

3.2.2 Теоретико-модельная и теоретико-доказательная логическая семантика.

Общая теория доказательств.

Гильберт в явном виде не формулировал используемое им понятие
логического вывода, но можно предположить, что в своих “Основаниях гео-
метрии” [1] он имел в виду прототип теоретико-модельного семантического
понятия логического следования, которое позже было сформулировано Аль-
фредом Тарским [217]. Понятие логического следования по Тарскому являет-
ся существенным элементом того, что мы в этой работе называем стандарт-
ным (гильбертовским) аксиоматическим методом. Вместе со стандартной се-
мантикой семантикой пропозициональных связок определяемой с помощью
условий истинности и стандартной семантикой предикатов и кванторов опре-
деляемой в терминах их логических объемов мета-теоретическое отношение
логического следования является ключевой составляющей стандартной фор-
мальной семантики для CFOL.

Тарский определяет логическое следование следующим образом:
Пропозициональная форма B является логическим следствием пропо-

зициональных форм A1, . . . , An , если и только если любая интерпретация
данного формального языка I, при которой формы A1, . . . , An интерпрети-
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руются как истинные высказывания AI
1, . . . , A

I
n интерпретирует форму B как

истинное высказывание BI . В символах: A1, . . . , An |= B.
Заметим, что это понятие логического следования вовсе не использует

понятия правила. С этой точки зрения синтаксические правила регулирую-
щие выводы вида A1, . . . , An ` B (при условии их корректности относитель-
но данной семантики) понимаются как чисто символические средства для
выражения фундаментального отношения A1, . . . , An |= B. Первая теорема
Геделя о неполноте говорит о том, что в случае непротиворечивых и достаточ-
но сильных теорий такое синтаксическое выражение отношения логического
следования не может быть полным. Отношение следования A |= B согласно
приведенному выше определению понимается как мета-теоретическое пред-
ложение выражающее некоторый факт. Правило

A

B
(7)

понимается при этом, как синтаксическое соглашение (наряду с правилами
построения формул из данного алфавита символов), которое в некоторых
случаях позволяет выразить тот же самы факт на языке данной формальной
теории.

До недавних пор эта описанная Тарским семантика синтаксических
выводов была единственной формальной логической семантикой представ-
ленной в учебниках по логике. Однако начиная с конца 1990-х годов Пе-
тер Шредер-Хайстер и его коллеги развивают другой подход к логиче-
ской семантике, который по их предложению теперь называют теоретико-
доказательной семантикой или PTS [210]. В этом контексте описанную выше
логическую семантику предложенную Тарским стали называть теоретико-
модельной. Чтобы объяснить основную идею теоретико-доказательной семан-
тики и ее связь с аксиоматическим методом, нам понадобятся некоторые
предварительные замечания.

Теория доказательств в ее современной форме берет свое начало в
упомянутой выше работе Гильберта и Бернайса [80, vol. 2], [81, vol. 2], в ко-
торой авторы отождествляют доказательство теоремы с ее синтаксическим
выводом из аксиом данной теории. Это понятие формального доказатель-
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ство остается стандартном в мэйнстримной теории доказательств, которая
исследует формальные выводы в различных представляющих интерес фор-
мальных исчислениях включая арифметику Пеано и ее модификации. Тот
факт, что такие формальные доказательства мало напоминают математиче-
ские доказательства используемые в обычной математической практике, как
правило, объясняют тем, что теория доказательств как часть математической
логики и исследований по основаниям математики интересуется проблемами
доказуемости в принципе, оставляя при этом в стороне любые сопутствую-
щие моменты связанные с разными стилями и способами математического
мышления; с этой точки зрения, такие детали не имеют логического значе-
ния, хотя и могут представлять интерес как для самих математиков, так и
для историков, социологов и философов этой науки.

С начала 1970-х годов Даг Правиц опубликовал ряд статей с крити-
кой описанного выше стандартного понятия о формальном доказательстве,
отмечая то обстоятельство, что это стандартное понятие оставляет в стороне
эпистемические аспекты доказательств, которые Правиц считает существен-
ными. Чтобы обозначить различие между теорией доказательств в обычном
смысле и более широкой дисциплиной, которая включает в себя рассмотре-
ние эпистемических и практических аспектов доказательства, Правиц назы-
вает эту более широкую дисциплину общей теорией доказательств [218], [219],
[220], [221]. Формальное доказательство, то есть синтаксический вывод из ак-
сиом, согласно своей задуманной семантике сохраняет истинность своих
предпосылок (аксиом): теорема выведенная из истинных аксиом также ис-
тинна. Понятие логического следования Тарского позволяет выразить идею
сохранения истинности в строгой форме. Правиц согласен с тем, что дока-
зательства должны сохранять истинность в этом смысле, но аргументирует,
что это условие не является достаточным:

“Валидный аргумент должен сохранять истинность. Но очевидно,
что сохранение истинности — это не достаточное условие валидно-
сти. Например, никто не будет считать аксиомы Пеано, за которы-
ми следует Великая теорем Ферма, доказательством этой теоремы,
даже если теорема Ферма действительно является следствием этих
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аксиом. Как знает любой экзаменатор, недостаточно, чтобы каждый
последующий шаг доказательства следовал из предыдущего; необ-
ходимо также, чтобы экзаменуемый видел, что этот шаг следует из
предыдущего.” [220, стр. 26]

Можно возразить, что вопрос о том, насколько экзаменуемый “видит”,
что теорема логически следует из аксиом соответствующей теории, относится
к психологии и педагогике, но не относится собственно к логике. Однако этот
аргумент требует очень узкой концепции логики, с которой вряд ли можно со-
гласиться. То, что Правиц называет в приведенной выше цитате “видением”,
имеет не только когнитивное и психологическое, но также, и даже в первую
очередь, эпистемическое содержание. Правиц подчеркивает тот факт, что
всякое доказательство служит свидетельством в пользу некоторого предло-
жения, а именно того предложения, доказательством которого оно является)

Пусть PA это аксиомы Пеано, FLT это Великая теорема Ферма и
PA |= FLT это мета-теоретическое предложение, которое утверждает, что
FLT является логическим следствием PA. На момент написания этой рабо-
ты известно (благодаря доказательству Эндрю Вайлса), что FLT истинна,
тогда как PA |= FLT остается открытой гипотезой. Рассмотрим гипотетиче-
скую ситуацию, при которой PA |= FLT доказано с помощью доказательства
P . Принимая аксиомы PA и используя то же самое доказательство P , мы по-
лучим новое доказательство для FLT . Однако предложение PA |= FLT не
будет таким доказательством независимо от того, истинно оно или ложно.

Сторонник точки зрения, согласно которой логика имеет дело с ис-
тинностью и ложностью высказываний, но не с вопросом о том, известна ли
кому-либо истинность или ложность этих высказываний, должен либо при-
нять, что такие эпистемически нагруженные понятия как свидетельство,
обоснование и доказательство не относятся к ведомству логики, либо ли-
шить эти понятия их эпистемического содержания. Тогда как утверждение
о том, что понятие доказательства не является логическим, звучит нелепо,
стандартное понимание формального доказательства как идеализированного
синтаксического объекта, который представляет синтаксический вывод дока-
зываемой формулы, выглядит респектабельно не смотря на то, что это по-
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нятие не имеет никакого эпистемического содержания. Нужно признать, что
в любой разумной дедуктивной системе гипотетический вывод FLT из PA
будет содержать более одного шага. Поскольку такие системы обычно вклю-
чают в себя синтаксические правила вродеmodus ponens, которые имеют стан-
дартную логическую интерпретацию, можно аргументировать, что на самом
деле формальные доказательства являются свидетельствами и доказывают
соответствующие предложения в эпистемическом смысле слова “доказывать”.
Однако если признать, что понятие доказательство одновременно является
логическим и имеет эпистемическое содержание, то необходимо описать эпи-
стемически нагруженную теоретико-доказательную семантику формальных
доказательств (как синтаксических объектов и синтаксических процедур) бо-
лее точно. Именно это является основной задачей PTS. Как это формулиру-
ют Томас Пиеша и Петер Шредер-Хайстер, “в отличие от теории значения
основанной на условиях истинности, [в PTS] необходимо объяснить значение
предложения в терминах знания истинности этого предложения, что в случае
математики равносильно предъявлению доказательства этого предложения.”
[211, p.5-6].

Идея PTS частично мотивирована восходящим к Витгенштейну фило-
софским подходом к проблеме значения (и, следовательно, к семантике), ко-
торый обычно называют “значение как использование” (meaning-as-use). Этот
подход использует в своих работах Роберт Брандом, называя его “выводиз-
мом” (inferentialism) [222] . Поскольку PTS — это формальная семантическая
теория, отсылка к “использованию” означает здесь отсылку к синтаксическим
правилам, которые определяют использование символов и символических вы-
ражений в формальных исчислениях. Идея Генцена о том, что правила вы-
вода задают значения символическим выражениям, в той или иной форме
сохраняется во всех существующих версиях PTS.

Обзор текущего состояния исследований в PTS и дальнейшую литера-
туру по этой теме можно найти в [210], [211], [223].

Горан Зундольм в своей недавней статье [224] описывает исторические
корни того, что он называет “пренебрежением эпистемическими соображени-
ями в логике”, имея при этом в виду мэйнстрим логических исследований
в 20-м веке. Мы приводим здесь одно дополнительное историческое свиде-
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тельство, которое показывает, что эпистемическими соображениями в логике
не только систематическим пренебрегали, но и что такие соображения были
востребованы теми исследователями, которые пытались использовать новые
логические методы в науке.

В опубликованой в 1934-м году книге по логике и методологии науки
написанной для ученых-естественников [225] Морис Коген и Эрнст Нагель
утверждают, что самой характеристической и самой важной чертой науки
является научный метод, который эти автор отождествляют с логикой:

“Постоянной и универсальной характеристикой науки является ее
общий метод, который состоит в непрестанном поиске истины с по-
мощью вопросов: Так ли это? В какой степени это верно? Почему
это так? Все это сводится к требованию лучшего доступного сви-
детельства, формулировку которого мы называем логикой. Таким
образом, научный метод — это непрестанное применение логики как
общей черты любого продуманного знания.” [225, стр. 192].

В похожем ключе эти авторы описывают их общую концепцию логи-
ки как “исследование того, что составляет доказательство, то есть полное и
непреложное свидетельство” [225, стр. 5]. После описания философской кон-
цепции логики и ее роли в науке авторы представляют элементы современной
им символической логике и аксиоматического метода в стиле Гильберта. Хо-
тя авторы выражают свой энтузиазм по поводу перспектив использования
этого логического аппарата в науке, они замечают, что этот формальный ап-
парат не соответствует их ожиданиям. Очевидно, что этот аппарат ничем не
помогает обрабатывать и оценивать свидетельства, включая эмпирические
свидетельства. Авторы даже замечают, что гильбертово понятие формально-
го доказательства неадекватно, и что лучше было бы называть такие фор-
мальные выводы дедукциями, а не доказательствами [225, стр. 7]. Действи-
тельно, современная авторам символическая логика — это что угодно, но не
“исследование того, что составляет доказательство” в смысле “непреложного
свидетельства”.

Конечно, “пренебрежение эпистемическими соображениями в логике”
в 20-м веке никогда не было полным. Эпистемические соображения играли
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особенно важную роль в интуиционистских и конструктивных направлени-
яз в логике. MLTT была создана в 1970-х годах в рамках этой логической
традиции и названа ее автором “интуиционистской” теории типов [226], [227].
Как подчеркивает Мартин-Лёф, на него оказала решающее влияние его ра-
бота в Московском государственном университете под руководством Андрея
Николаевича Колмогорова (частное сообщение). Сегодня эпистемическое из-
мерение логики находит все более широкое признание, о чем можно судить,
в частности, по недавно опубликованной монографии по логике обоснования
Сергея Артемова и Мелвина Фиттинга [228].

3.2.3 MLTT и ее теоретико-доказательная семантика

В этом разделе мы вводим основные понятия MLTT и обращаем спе-
циальное внимание на те аспекты этой теории, которые имеют отношение
к общей теме нашего исследования. Систематическое изложение MLTT в ее
оригинальной форме можно найти в [227], а более современное изложение (ко-
торое включает в себя гомотопическую интерпретацию этой теории) можно
найти в [7].

MLTT представляет собой типизированное исчисление генценовского
типа без аксиом. Отличительная черта MLTT — это наличие зависимых ти-
пов, которые имеют вид B(a) : TY PE где A : TY PE и a : A; таким образом,
типы зависимые от базового типа A — это индексированное термами типа
A семейство типов. Понятие зависимого типа имеет многочисленные прило-
жения в компьютерной науке и практическом программировании: например,
списки переменной длины могут быть описаны как семейство типов на базе
типа натуральных чисел.

Значение синтаксических правил и других синтаксических элементов
MLTT задается специальной синтаксической процедурой, которую Мартин-
Лёф называет “объяснением значения” (meaning explanation). В citeMartin-
Lof:1982 автор сравнивает объяснение значения с компиляцией программ-
ного кода, записанного с помощью программного языка высокого уровня,
на машинный командный язык. Согласно Мартину-Лёфу, подобный перевод
синтаксических правил MLTT на язык элементарных логических операций
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придает этим правилам их значения и в то же время обосновывает их. Как
мы покажем ниже, объяснение значения в смысле Мартина-Лёфа можно рас-
сматривать как вариант PTS.

Базовые синтаксические выражения (формулы) в MLTT называются
суждениями. Этот термин сегодня широко используется в качестве техниче-
ского, однако в отличие от многих других технических терминов этот тер-
мин был выбран Мартином-Лёфом не случайно. За MLTT стоит продуман-
ная философская позиция Мартина-Лёфа, которая придает большое значение
эпистемическому аспекту логики [229], [230]. С точки зрения Мартина-Лёфа
понятие суждение в логике является фундаментальным, тогда как понятие
высказывания (пропозиции) возникает при анализе суждения, в котором вы-
деляется высказывание и доказательство этого высказывания.

MLTT использует четыре основные формы суждений:
(i) A : TY PE;
(ii) A ≡TY PE B;
(iii) a : A;
(iv) a ≡A a′

В словах (i) говорит, что A это тип, (ii) что типы A и B равны (совпадают),
(iii) что a является термом типа A и (iv) что термы a и a′ это равные термы
типа A.

Первая версия этой теории 1971-го года позволяла типам быть тер-
минами самих себя и поэтому не включала “тип всех типов” TYPE, который
также называют универсумом и большим типом. Однако в своей диссертации
1972-го годаЖан-ИвЖирар построил парадокс аналогичный парадоксу Рас-
села, которые сегодня носит его имя, и который показал, что суждения вида
a : a приводят к противоречию. Поэтому стандартная версия MLTT 1984-
го года использует формы суждений (i),(ii). Объяснение значения для (i),(ii)
аналогичны объяснениям для (iii), (iv) с той разницей, что (i),(ii) находятся
на более высоком уровне теоретико-типовой иерархии.

Рассмотрим теперь некоторые объяснения для форм суждений (iii) и
(iv). Мартин-Лёф предлагает четыре различные интерпретации для (iii) [227,
p. 5]:
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1. a является элементом множества A

2. a является доказательством (свидетельством, свидетелем) высказывания
A

3. a является методом, с помощью которого исполняется (реализуется) ин-
тенция (ожидание) A

4. a является методом, с помощью которого решается (исполняется) задача
(проблема) A

(1) выражает обычную идею о том, что о типах можно думать как о собра-
ниях их термов. “Множества” в этом объяснении значения нужно отличать
от множеств теории ZFC, которая не является типизированной. (2) выража-
ет “парадигму высказываний-как-типов” (как ее называют в компьютерной
науке), которая основана на соответствии Карри-Говарда (cм. 3.1.3 выше).

Согласно этой интерпретации, высказывание истинно, когда у него
есть доказательства, то есть когда тип A не пуст. Эта конструктивная концеп-
ция истинности является элементом PTS и имеет очевидное эпистемическое
содержание. Однако она также допускает и реалистическую интерпретацию
при которой доказательства понимаются как факторы истины (truth-makers)
[231]. В качестве примера событие смерти Сократа может быть использова-
но как фактор истины и одновременно как непреложное свидетельство для
высказывания о том, что Сократ смертен.

(3) представляет собой анализ суждения в терминах философской фе-
номенологии, а (4) отсылает к исчислению задач Колмогорова [185] и BHK-
семантике интуиционистского исчисления высказываний.

Мартин-Лёф считает, что указанные выше содержательные интерпре-
тации формы суждений (iii) объединяет не только общая логическая форма,
но и понятийная общность, которая смешивает эти понятия до неразличимо-
сти:

“Если принять всерьез идею о том, что высказывание определяет-
ся тем, как строятся его канонические доказательства [. . . ] и допу-
стить, что множество определяется тем, как строятся его канониче-
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ские элементы, то становится ясно, что . . . ] различие между выска-
зываниями и множествами представляет собой ненужное удвоение
понятий. Вместо этого мы их отождествляем и считаем одним и тем
же понятием. ” [227, p. 13]

Как мы скоро увидим, гомотопическая интерпретация MLTT прояс-
няет, систематизирует и модифицирует эти идеи, которые формируют заду-
манную семантику MLTT в ее оригинальной форме 1984-го года21.

Перейдем теперь к объяснению значения суждений формы (iv). Суж-
дение a ≡A a′ утверждает, что термы a, a′, которые относятся к одному и тому
же типу A, равны. Термы различных типов в MLTT не подлежат сравнению.
В этом состоит сужественное отличе типов MLTT интерпретированных в ка-
честве множеств и множеств в смысле ZFC: тогда как в ZFC множества могут
иметь общие элементы, в MLTT это невозможно. В некоторых контекстах эта
черта MLTT может казаться контринтуитивной, но в то же время она позво-
ляет отмести как формально некорректные очевидно абсурдные утверждения
и вопросы вроде вопроса о том, равно ли число пи евклидовому пространству,
которые с формальной точки зрения является корректными при использова-
нии ZFC в качестве основания математики.

Отношение равенства ≡A, которое используется в (iv) называется в
MLTT сужденческим или определительным равенством. Подчеркнем, что
a ≡A a′ — это суждение (точнее, форма суждения), а не высказывание. Од-
нако понятие пропозиционального (“высказывательного”) равенства a =A a′

в MLTT тоже используется; такое равенство представляет собой тип вида
a =A a′, термами которого, в соответствии с 2) будут доказательства это-
го высказывания. Такие типы называют типами тождества (или типами
равенства). MLTT использует правило, согласно которому определительное
равенство влечет за собой пропозициональное равенство:

a ≡A a′

refla : a =A a′

21Другое расширение задуманной семантики MLTT мы обсуждаем в [33]
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где reflx это каноническое доказательство высказывания a =A a′, которое
называют отражением терма a.

Различие между определительным и пропозициональным равенством
присутствует во многих языках программирования, где эти два отношения
обозначаются различными символами. В программировании определитель-
ное равенство A ≡ B обычно понимается как приписывание символу A зна-
чения B, которое определено заранее. Символ A может быть также понят
как определяемый термин (definiendum), а символ B — как его определение
(definiens). Очевидно, что в таких случаях бессмысленно искать для равен-
ства A ≡ B доказательство: это равенство имеет место по соглашению или
по определению. Однако для формального единообразия полезно также до-
пустить пропозициональное равенство вида A = B, которое доказывается на
основе суждения A ≡ B, то есть которое является истинным по определению.
Эти соображения объясняют только что приведенное правило.

В 1984 году Роберт Сили показал, что MLTT является внутренним
языком локально декартово замкнутых категорий (LCCC) [232]. В логиче-
ском сообществе тот же самый результат часто описывают другими словами,
говоря, что LCCC является моделью для MLTT22.

Заметим, что LCCC вместе со своей базовой категорией является так-
же стандартным примером гипердоктрины в смысле Лавера ;(см. 3.1.3 D

выше). Таким образом, результат Сили показал, что Мартин-Лёф и Лавер,
которые пользовались различными формальными аппаратами и имели раз-
ные философские мотивации, тем не менее открыли одну и туже фундамен-

22

Категория C называется локально декартово замкнутой, если для каждого объекта A ∈ Ob(C) слайс-

категория C/A декартово замкнута. Объеты категории C/A это морфизмы из C, которые имеют вид

C → A (при фиксированной базе A), а морфизмы катеории C/A это морфизмы из C вида C → D такие,

что треугольники

C //

��

D

��
A

являются коммутативными. Композиция морфизмов в C/A такая же как C; замкнутость композиции

морфизмов в C/A легко проверяется.
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тальную логико-математическую структуру.
В LCCC выполняется дополнительное правило, которое называют

принципом рефлексии (RP) и которое не входит в базовую версию MLTT:

p : a =A a′

a ≡A a′

RP можно выразить словами, говоря, что всякое равенство сводится к ра-
венству по определению. До 1993, когда Тома Страйчер опубликовал свою
габилитационную диссертацию, [233] все известные модели MLTT обладали
свойством рефлексии. Была высказана гипотеза о том, что в MLTT доказуема
теорема (UIP), согласно которой всякое пропозициональное равенство имеет
самое большее одно доказательство. Том Страйчер и Мартин Хофман опро-
вергли эту гипотезу построив модель MLTT, в которой RP не выполняется
[234]. Основная идея Хофмана и Страйчера была в том, чтобы представлять
типы (точнее, суждения вида A : TY PE) с помощью группоидов, а термы
a : A — с помощью элементов (объектов) этих группоидов. Тип тождества
a =A a′ представляется в этой модели в виде стрелочного группоида постро-
енного с помощью группоиа A, то есть функторной категории вида [I, A], где
I это связный группоид имеющий ровно два нетождественных объекта и один
отличный от тождества изуоморфизм между этими объектами (“порождаю-
щий путь”). Очевидно, что эта модель позволяет группоиду a =A a′ не быть
пустым даже в том случае, когда термы a и a′ не равны определительно 23

23Алгебраическое понятие группоида подобно понятию группы (см. 2.2.1-2 выше) с той разницей, что

в отличие от случая группы алгебраическая операция определена в группоиде лишь частично: для неко-

торых пар элементов результат операции определен, а для других пар не определен. Группоид можно

также описать как категорию, все морфизмы в которой являются обратимыми, то есть, являются изо-

морфизмами. Если формально отождествить все объекты группоиза, то получится группа. Это замечание

показывает, что структура группоида более богатая, чем структура группы. Как мы объясним в следую-

щем разделе работы, группоидная интерпретация MLTT Хофманом и Страйчером была важным шагом

на пути к гомотопической интерпретации, которая в середине 2000-х годов была предложена независимо

Стивеном Ауди и Владимиром Воеводским. Чтобы перейти от группоидной моедли к гомотопической,

достаточно думать о группоидах Хофмана и Страйчера как группоидах путей между точками топологи-

ческого пространства.
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Когда было таким образом установлено, что RP — это не теорема
MLTT, версию MLTT, которая не содержит этого правила, стали называть
интенсиональной MLTT, а версию использующую RP стали называть экс-
тенсиональной. Основания, по которым эти традиционные логические тер-
мины используются в таком специальном контексте, мы объясним с помощью
знаменитого примера Фреге “Венера” [235], [236].

Фреге рассматривает три разных имени одной и той же планеты: Ве-
нера, Утренняя Звезда и Вечерняя Звезда . Вопрос Фреге состоит в том,
почему утверждения

Утренняя Звезда это Утренняя Звезда (8)

и

Утренняя Звезда это Венера (9)

тривиальны (последнее утверждение выражает языковую конвенцию), а
утверждение

Вечерняя Звезда это Утренняя Звезда (10)

представляет собой неочевидный астрономический факт, знание которого
предполагает солидное теоретическое основание и использование данных на-
блюдений. В чем корень различия между информативными и не информа-
тивными утверждениями о тождестве? Фреге не дает полного ответа на этот
вопрос, но строит теоретическую рамку для поиска такого ответа. С этой це-
лью он проводит различие между смыслом (значением) и референтом дан-
ного выражения языка 24.

24Перевод терминов Фреге “Sinn” и “Bedeutung” на русский язык вызывает трудности. Существует тра-

диция переводить эти термины на русский как “смысл” и “значение”, соответственно. Проблема состоит в

том, что такой перевод приводит к путанице в контексте современной англоязычной философской лите-

ратуры. На английский язык эту пару терминов переводят как “sense” и “reference”. Английский термин

“meaning”, который в таких контекстах также активно используется, на русский язык принято перево-

дить как “значение”. Однако в англоязычной философии языка понятие meaning примыкает по смыслу

к понятию sense и также противостоит понятию reference. Чтобы избежать возникающей путаницы мы

вслед за некоторыми другими авторами переводим фрегевский термин “Bedeutung” как “референт”, ис-
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На первый взгляд пример Фреге поддерживает принцип рефлексии:
независимо от того, как отождествляются Утренняя Звезда (MS) и Вечер-
няя Звезда (ES), мы имеем тут дело просто с двумя разными именами одной
и той же вещи. Поэтому можно допустить, что пропозициональное тожде-
ство e : MS = ES (где e это свидетельство в пользу этого высказывания)
всегда влечет определительное тождество MS ≡ ES. Такой подход можно
назвать экстенсиональным в том смысле, что смысл (значение) выражений
Утренняя Звезда и Вечерняя Звезда не принимается в нем во внимание,
а учитывается только общий референт обоих выражений (планета Венера).
Выбор между тремя альтернативными именами этой планеты может иметь
различные исторические, эпистемологические и прагматические причины и
мотивации, но при таком подходе все эти моменты выносятся за рамки логи-
ки.

Заметим, что только что описанная экстенсиональная точка зрения
предполагает, что наша теория о Венере представляет некоторые факты, но
при этом оставляет в стороне вопрос о том, каким образом эти факты ста-
новятся известными, и как известные факты обосновываются. Однако такое
упрощенное понятие о теории вызывает возражения. Научные и математиче-
ские теории не просто сообщают нам некоторые истины, но также подкреп-
ляют эти истины доказательствами, свидетельствами и, возможно, обоснова-
ниями других типов. Присутствие таких обоснований — это ключевая черта
научной теории. Поэтому можно допустить существование теории, в которой
тождество Утренней Звезды и Вечерней Звезды — это не аксиома, не опреде-
ление и не терминологическое соглашение, а теорема. Доказательство такой
“теоремы” не обязательно должно представлять собой логический вывод из
аксиом, хотя оно может при этом иметь подходящую дедуктивную струк-
туру. На данный момент нам будет достаточно описать свидетельство e как
конструкцию, совмещающую теоретические и эмпирические элементы. В сле-
дующем разделе мы представим вариант такой конструкции, использующий
пользуя термины “смысл” и “значение” как взаимозаменяемые переводы фрегевского термина “Sinn”. В

[236] “Bedeutung” переводится на русский язык как “денотат”, что ближе по смыслу к нашему переводу, но

соответствует скорее лингвистической, а не аналитической философской терминологии, на которую мы

опираемся.
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аппарат гомотопической теории типов (HoTT).
Итак, можно представить себе теорию, в которой независимым обра-

зом определяются понятия Утренней Звезды и Вечерней Звезды, и которая
содержит обоснованное суждение у том, что Утренняя Звезда и Вечерняя
Звезда это одна и та же планета. Такая теория будет нарушать принцип ре-
флексии (RP) Утренняя Звезда и Вечерняя Звезда в этой теории тождествен-
ны пропозиционально, но не определительно. В этой теории принимается во
внимание не только то, на какую вещь указывают выражения “Утренняя
Звезда” и “Вечерняя Звезда”, но и то, что эти выражения значат. Поскольку
Утренняя Звезда и Вечерняя Звезда это одна и та же планета, любое свой-
ство Утренней Звезды является также свойством Вечерней Звезды и наобо-
рот. Однако может быть так, что Иван знает о том, что Утренняя Звезда
имеет свойство Р, но не знает, что Вечерняя Звезда тоже имеет это свой-
ство. Такого рода контексты, в которых смысл (значение) лингвистического
выражения необходимо отделять от референта этого выражения, называют
интенсиональными контекстами.

Таким образом пример Фреге помогает нам придать смысл техни-
ческой терминологии, которая используется при различении двух версий
MLTT. Нужно однако иметь в виду, что использование философски нагру-
женной терминологии имеющей длинную историю в специальных техниче-
ских контекстах таких как MLTT создает риски путаницы. Существует много
разных смыслов, в которых данное логическое исчисление можно называть
экстенсиональным или интенсиональным, и все эти смыслы необходимо са-
мым тщательным образом отделять друг от друга. Как мы увидим ниже в
3.2.5 D, аксиома унивалентности, которая используется вместе с интенсио-
нальной версией MLTT, в некотором смысле сама является экстенсиональ-
ным принципом и влечет за собой важное свойство функциональной экстен-
сиональности.

3.2.4 От MLTT к HoTT

В этом разделе неформально описана математическая база гомотопи-
ческой интерпретации MLTT и даны ссылки на литературу, в которой эти
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вопросы изложены систематически.
A) Высшие категории
Пусть дана абстрактная категория C и пара ее объектов A,B. Рассмот-

рим класс Hom(A,B) морфизмов f, g, . . . вида A → B. Класс Hom(A,B)

можно превратить в категорию, формально вводя “морфизмы между мор-
физмами” вида α : f → g:

A
f ''

g
77�� B

Эти новые морфизмы допускают два разных вида композиции:
горизонтальная композиция:

A
f ''

g
77�� B

h ''

i
77�� C −→ A

k ''

l
77�� C

где k = fh and l = gi

A
f ''

g
77�� B

A
g
''

h
77�� B

↓
вертикальная композиция:

A
f ''

h
77�� B
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Накладывая на эту конструкцию дополнительные условия равенства
выражаемые в терминах коммутативности подходящих диаграмм (такие
условия называют законами когерентности), получают 2-категорию, кото-
рая содержит:

• объекты A,B, . . . (как в C);

• 1-морфизмы (морфизмы первого уровня) f, g, .. (как в C), и операцию
композиции 1-морфизмов (как в C);

• 2-морфизмы α, β, .. с двумя операциями композиции, описанными выше.

Пример 2-категории, который был известен уже на ранней стадии
развития теории категорий — это 2-категория малых категорий 2− CAT,
объектами которой являются все малые категории, 1-морфизмами являются
функторы между этими категориями, а 2-морфизмами являются естествен-
ные преобразования функторов [237].

“Повышение размерности” путем введения морфизмов более высоких
уровней приводит к различным понятиям n-категории и ω-категории [10].
Эти конструкции включают в себя множество технических и концептуальных
выборов, что приводит к пролиферации понятия о высших категориях. Это
прежде всего касается понятия о слабой n-категории, которое мы продемон-
стрируем ниже на примере группоида путей. В своей статье 2002 года Томас
Лейнстер описывает и сравнивает десять различных вариантов определения
n-категории [238]. В течении последующего десятилетия развитие гомото-
пических методов и подходов позволило стабилизировать основные понятия
теории высших категорий [239].

B) Пути, гомотопии и высшие гомотопии Путем в теории гомотопий
называют непрерывное отображение p : I → S выделенного единичного про-
странства I в базовое пространство S. Пространство S проще всего пред-
ставить себе как топологическое пространство, однако на самом деле нам
достаточно использовать более слабое понятие гомотопического простран-
ства [161]. В приложениях в качестве единичного пространства I обычно
используется вещественный отрезок [0,1], который можно интерпретировать
как временной интервал. В этом случае путь p можно представить себе как
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Рис. 3: Путь в топологическом пространстве

движение тестовой точки из пункта A = p(0) в точку B = p(1) в течении
этого временного интервала (Рис. 3).

Обратим внимание, что одна и та же кривая может изображать раз-
личные пути между крайними точками A,B. Это связано с тем, что точка
может проходить одну и ту же траекторию в течении того же временного
интервала [0,1] разными способами, меняя свою скорость на разных участках
движения. Таким образом “пути” в теории гомотопий это не траектории, а
движения точек, при котором используются одни и те же измеряющие “аб-
солютное время” часы, позволяющие определить положение любой точки в
пространстве S в любой момент времени t ∈ [0, 1].

Пусть A,B это две различные точки пространства S. Существует ли
путь из A в B или нет, зависит от свойства топологического свойства про-
странства S, которое называют линейной связностью. Пространство S назы-
вают (топологически) связным, если, говоря неформально, это пространство
состоит из единственного “куска”. Пространство S называют линейно связ-
ным, если между любой парой его точек существует путь. Линейная связ-
ность влечет связность, но не наоборот. Информация о том, между какими
точками данного пространства пути есть, и между которыми путей нет, дает в
первом приближении знание о топологической структуре этого пространства.

Гомотопией называют непрерывное отображение вида h : I2 → S, ко-
торое преобразует данный путь в другой путь с теми же самыми конечными
точками. Если I = [0, 1], то [0, 1]2 представляет собой действительный квад-
рат и h(t, 0) = p(t), h(t, 1) = q(t) где p, q это два пути с общими конечными
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Рис. 4: гомотопия путей

точками. Тогда h(0, r) = p(0) = q(0), h(1, r) = p(1) = q(1) для всех значений
параметров t, r из интервала [0,1]. Таким образом, гомотопию можно описать
как “путь между путями” или как “путь второго порядка”. Соответственно
пути можно считать гомотопиями нулевого уровня. Гомотопию можно изоб-
разить в виде двумерной поверхности (клетки) ограниченной парой кривых
(Рис.4).

Если между путями p, q существует гомотопия, которая оставляет
неподвижными общие крайние точки этих путей, то такие пути называют-
ся линейно гомотопными или просто гомотопными (в тех контекстах, где
более общее понятие о гомотопии не используется). Как и термин “изомор-
физм” термин “гомотопия” иногда используется для указания на математиче-
ский объект (отображение), а иногда для указание на двуместное отношение
“быть гомотопным”. В дальнейшем мы везде говорим о гомотопиях в смысле
отображений.

Существует ли или нет между двумя данными путями (с общими край-
ними точками) гомотопия, зависит от топологической структуры простран-
ства S. На Рис.5 изображены негомотопные пути между точками O, S (на
примере эффекта гравитационного линзирования светового сигнала, созда-
ваемого воображаемого дырой в пространстве-времени). Между изображен-
ными на этом рисунке путями не может быть гомотопии, поскольку имею-
щаяся в данном пространстве дыра не допускает возможности непрерывного
преобразования одного из этих путей в другой.

Информация о том, какие гомотопии в данном пространстве существу-
ют, а какие не существует, дает дополнительную информацию о топологиче-
ской структуре этого пространства (по сравнению с информацию полученной
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Рис. 5: негомотопные пути

с помощью изучения путей).
Эту лестницу вверх можно продолжать далее неограниченно, рас-

сматривая 2-гомотопии и n-гомотопии для любого натурального числа n. n-
гомотопия это непрерывное отображение вида hn : In+1 → S, то есть непре-
рывное отображение одной n − 1-гомотопии в другую. Высшая гомотопи-
ческая структура пространства более полно описывает его топологическую
структуру, чем структура путей и гомотопий первого уровня. Стандартное
введение в теорию гомотопий можно найти в [240].

C) Фундаментальные группоиды В этом разделе из путей и гомотопий
будут построены категории определенного вида. Рассмотрим предположи-
тельную категорию P объектами которой являются точки A,B, ... простран-
ства S, а морфизмами являются пути p, q, . . . между этими точками. Будем
предполагать, что для всякого пути p : [0, 1] → S, где f(0) = A и f(1) = B,
существует обратный путь g : [0, 1] → S, где g(0) = B и g(1) = A. Это
предположение выражает обычную идею о том, что всякое движение мож-
но записать и “проиграть назад”. (Более общие пространства, в которых это
условие может не выполняться, называют направленными пространствами,
см. 3.2.5 D ниже). Таким образом предположительная категория P будет
группоидом.

Определение композиции путей может показаться очевидным: имея
путь p из A в B и путь q из B в C легко представить себе композицию этих
путей qp в виде пути из A в C через промежуточную точку B. Однако если
просто составить два пути p : [0, 1] → S with q : [0, 1] → S механически, то
полученное отображение будет иметь вид [0, 2]→ T (то есть движение займет
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Рис. 6: композиция путей

вдове боле времени) и не будет путем в смысле принятого определения. Чтобы
уложиться в стандартный временной интервал и получить композицию r = qp

имеющую стандартный вид h : [0, 1]→ T нужно двигаться быстрее (Рис.6).
Простое решение этой проблемы состоит в следующем. Прежде всего

вводится действительная переменная t ∈ [0, 1], которую называют парамет-
ром, с помощью которой можно зафиксировать точные положения p(t), q(t)
тестовых точек в каждый момент (времени) t. Далее вводится новый па-
раметр t′ = t

2 (временной интервал сокращается, скорость соответственно
удваивается). Теперь композицию путей r = qp можно определить так:

r(t′) =

{
p(2t′), 0 ≤ t′ ≤ 1

2

q(2t′ − 1), 12 < t′ ≤ 1

Теперь параметр t′ изменяется в пределах от 0 до 1 как и требуется. Этот
прием называют репараметризацией.

Однако в нашем случае такое решение проблемы композиции путей
нельзя считать окончательным, поскольку оно не является общим: помимо
указанной выше существует целый континуум других возможных репарамет-
ризаций. Единичный интервал r : [0, 1] → S можно разделить не на равные
части, а в другом отношении; кроме того репараметризация не обязана быть
линейной (то есть, скорость на выделенных участках общего пути не обяза-
на быть постоянной). В общем случае репараметризация представляет собой
непрерывное “преобразование масштаба” вида s : [0, 1] → [0, 2]. Выбор кон-
кретного преобразования s из континуума разных возможностей даст нам



183

Рис. 7: репараметризация

отдельное определение композиции путей (Рис.7).
Предположим теперь, что такой выбор отображения s : [0, 1] → [0, 2]

сделан и композиция путей r = qp (зависящая от s) определена. Можно легко
проверить, что тождественные морфизмы точек будут при этом вести себя
ожидаемо. Однако простая проверка указывает на новую проблему: таким об-
разом определенная композиция путей оказывается неассоциативной. Таким
образом P не удовлетворяет определению категории!

Чтобы добиться ассоциативности композиции путей достаточно заме-
нить пути классами эквивалентности гомотопных путей. Действительно, с
точностью до гомотопности r = qp определено независимо от выбранного пре-
образования масштаба. Таким образом, мы получаем хорошо определенную
категорию P1, объектами которой являются точки пространства S, а морфиз-
мами классы эквивалентности гомотопных путей между этими точками. Эту
категорию называют фундаментальным группоидом пространства S.

Группоид P1 различает пути с точностью до гомотопности (то есть
считает любые гомотопные пути одинаковыми, а не гомотопные разные), но
не различает различные гомотопии между данной парой путей. Аналогичная
конструкция более высокого уровня, которая различает такие гомотопии с
точностью до 2-гомотопности называется фундаментальным 2-группоидом и
обозначается P2. Группоид P2 это 2-группоид, объекты которого это точки
пространства S, 1-морфизмы это пути, а 2-морфизмы это классы эквива-
лентности 2-гомотопных 1-гомотопий. Поскольку композиция 1-морфизмов в
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этой конструкции не определена единственным образом и не является строго
ассоциативной, такие 2-категории называют слабыми.

Таким образом для данного пространства S можно построить лест-
ницу высших фундаментальных группоидов вида Pn вплоть до группоида
бесконечного порядка Pω. Впервые эту конструкцию предложил Александр
Гротендик в частном письме [241] датированном 19.02.1983. Впоследствии
фундаментальный омега-группоид Гротендика послужил основным мотиви-
рующим примером для сегодняшнего понятия слабой высшей категории [242],
[243]. Поскольку в теории высших категорий именно слабые категории игра-
ют главную роль, часто высшие категории считают слабыми по умолчанию,
а случай точных высших категорий отмечают особо.

D) Гомотопическая теория типов
Вернемся к теории типов Мартина-Лёфа MLTT. Пусть p, q это два

определительно различных доказательства высказывания, которое говорит,
что два терма данного типа равны:

p, q : P =T Q

Может случиться, что p, q в свою очередь пропозиционально равны, и что у
этого последнего высказывания есть два определительно разных доказатель-
ства p′, q′:

p′, q′ : p =P=TQ q

Подобные многослойные конструкции называют высшими типами тожде-
ства, количество слоев в них неограниченно. До появления гомотопической
теории типов (HoTT) высшие типы тождества не имели никакой интересной
семантики и казались побочным синтаксическим эффектом MLTT. Однако
именно высшие типы тождества играют ключевую роль в гомотопической
интерпретации этой теории. При такой интерпретации

• типы и их термы интерпретируются, соответственно, как пространства
и точки этих пространств;

• доказательства тождества вида p, q : P =T Q интерпретируются как
пути между точками P,Q пространства T ;
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• доказательства тождества второго уровня вида p′, q′ : p =P=TQ q интер-
претируются как гомотопии между путями p, q;

• доказательства тождеств высших порядков интерпретируются как гомо-
топии высших порядков;

(путь p : P =T Q считается при этом точкой пространства путей P =T Q,
подобным образом дело обстоит с гомотопиями всех уровней).

Таким образом гомотопическая интерпретация придает геометриче-
ский смысл сложной структуре высших типов тождества в интенсиональ-
ной MLTT. Эта интерпретация распространяется на все элементы MLTT,
включая понятие зависимого типа, которое интерпретируется как fibration в
смысле теории гомотопий [7]. В гомотопической теории типов типы принято
называть гомотопическими типами или пространствами. Важное уточнение
состоит в том, что пространства понимаются при этом с точностью до го-
мотопной эквивалентности 25. Пространства гомотопно эквивалентные точке
называются стягиваемыми. Пространство S является стягиваемым, если в
нем существует точка p : S связанная путем с любой другой точкой этого
пространства x : S; все такие пути при этом будут гомотопными. В дальней-
шем мы говорим о стягиваемых пространствах, предполагая, что “они уже
стянуты”, то есть отождествляя их с точками.

Как мы видели, лестница фундаментальных n-группоидов данного ба-
зового пространства представляет информацию о топологической структуре
этого пространства, объем которой возрастает с увеличением n. Теперь мы
немного изменим эту точку зрения следующим образом: мы будем отождеств-
лять пространства общего вида с их фундаментальными ω-группоидами, а за-
тем выделим специальные классы пространств, для которых увеличение n не
дает никакой новой информации. Например, если данное пространство имеет
дискретную топологию, то есть, представляет собой множество изолирован-
ных (не связанных путями) точек, то все его фундаментальные группоиды Pk

25Топологические пространства X,Y называются гомотопно эквивалентными, если существует пара

непрерывных отображений A
f // B
g

oo такая что композиция gf гомотопна единичному отображению 1A,

а композиция fg гомотопна тождественному отображению 1B . Отношение гомотопной эквивалентности

не нужно путать с отношением гомотопности.
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начиная с P1 будут тривиальными. Аналогичным образом можно выделить
класс пространств имеющий нетривиальный фундаментальный 1-группоид
и тривиальные k-группоиды для всех k > 1. Это рассуждение мотивирует
следующее рекурсивное определение:
Определение: S называется пространством h-уровня (гомотопического уров-
ня) n+ 1 если для любых точек этого пространства x, y пространство путей
x =S y имеет h-уровень n.

Постулируя теперь, что h-уровень точки (= стягиваемого простран-
ства) равен (-2), мы получаем следующую стратификацию пространств (го-
мотопических типов):

• h-уровень (-2): отдельная точка pt;

• h-уровень (-1): tпустое множества ∅ и точка pt: истинностные значения
(высказывания);

• h–уровень 0: множества (дискретные точечные пространства);

• h–уровень 1: плоские группоиды (есть нестягиваемые пути, но нет нес-
тягиваемых поверхностей);

• h–уровень 2: 2-группоиды (есть нестягиваемые пути и поверхности, но
нет нестягиваемых объемов);

•

•

• h-level n: n-группоиды

• . . .

• h-level ω: ω-группоиды

Заметим, что h-уровни пространств не являются их классами экви-
валентности. Гомотопическая иерархия пространств (типов) кумулятивна в
том смысле, что пространства h-уровня n также имеют уровень m для всех
m > n. В частности точку pt (уровень (- 2) также считается истинностным
значением (уровень (-1)), множеством с единственным элементом (уровень
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0), тривиальным группоидом (уровень 1) и т.д. Далее мы будем говорить о
n-пространствах и n-типах, имея в виду что они имеют гомотопический уро-
вень n и больше, но не имеют уровня n−1. Далее, с данным n-пространством
Sn мы будем ассоциировать пространства Sk всех более низких уровней (раз-
мерностей) k < n, которые канонически получаются из Sn путем “забыва-
ния структур высших порядков”, то есть путем отождествления всех высших
гомотопий порядка выше k с тривиальными гомотопиями. Это процедуру
называют k-обрезанием (термин пришел из алгебраической геометрии, где
он имеет пространственный смысл). В частности (-1)-обрезание данного про-
странства S дает точку pt, если это пространство непусто, и дает пустое
множество ∅ в противном случае. Более полное и систематическое введение
в гомотопическую теорию типов можно найти в [7].

Важно подчеркнуть, что существование кумулятивной h-иерархии
представляет собой синтаксическое свойство интенсиональной MLTT, кото-
рое можно описать (хотя вряд ли понять и “прочувствовать”) без отсылок к
теории гомотопий. Например, чтобы сказать, что данный тип A является (-1)-
типом, достаточно указать что все термы этого типа (если они есть) x, y : A

определительно равны и что все термы соответствующего пропозициональ-
ного равенства x =A y определительно равны reflx, и так далее для всех
высших тождеств. Таким образом h-иерархия типов это не эпифеномен гомо-
топической интерпретации, а жесткая математическая структура синтаксиса
MLTT.

HoTT была мотивирована — а ее идея обоснована — моделью MLTT в
категории симплициальных множеств найденной Владимиром Воеводским
в середине 2000-х годов [244] и, независимым образом, работами Стивена Ауди
и Майкла Варрена, которые исследовали связи между теорией типов и теори-
ей модельных категорий [245] 26. HoTT не является моделью моделью MLTT в
стандартной теории гомотопий построенной на основе ZFC (хотя HoTT может

26Симплициальное множество — это стандартная комбинаторная модель топологического простран-

ства, которая широко используется в теории гомотопий. Статья [244] представляет собой систематическое

изложение результатов Вооеводского, основанное на его докладах и неопубликованных рукописях. Мо-

дельная категория это категорная модель абстрактной акиоматической теории гомотопий предложенной

предложенная вместе с этой теорией Даниэлем Квилленом в 1967-м году [161].
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быть использована для аксиоматического построения синтетической тео-
рии гомотопий [246]); на наш взгляд, HoTT вообще нельзя считать моделью
MLTT, даже если понимать термин “модель” в самом широком смысле. HoTT
в своем оригинальном виде представленном в [7] представляет собой MLTT,
возможно, расширенную за счет аксиомы унивалентности, снабженную новой
гомотопической семантикой, которая задается с помощью процедуры объяс-
нения значения в духе Маритна-Лёфа кратко описанной выше. В последу-
ющих разделах мы обсуждаем некоторые эпистемически значимые свойства
этой семантики, включая ее интуитивный аспект. Модели MLTT/HoTT мы
обсуждаем в 3.2.5 C

E) Логическая и вне-логическая семантика в HoTT (см.[38]) Гомото-
пическая интерпретация типов в MLTT требует коррекции первоначально
задуманной неформальной семантики этой теории предложенной Мартином-
Лёфом, которая не сводится к ее простому консервативному расширению.
Напомним, что Мартин-Лёф дает несколько объяснений значений для суж-
дений, которые на его взгляд в пределе сходятся. HoTT в свою очередь
предлагает геометрически мотивированное понятие множества как 0-типа и
высказывания как (-1)-типа (в [7, p. 103] такие типы называются чисты-
ми высказываниями). Это понятие высказывания мотивировано идеей о том,
что пустой тип можно отождествить с ложным высказыванием, а тип со-
держащий ровно один терм — с истинным высказыванием. Эта интерпрета-
ция согласуется с предложенной Мартином-Лёфом интерпретацией терминов
пропозициональных типов как их доказательств, свидетельств или факто-
ров истины. 0-тип, то есть, множество M имеющее более одного элемента
может быть интерпретировано как множество доказательств высказывания,
то есть, (-1)-типа ‖M‖, который получается из M путем (-1)-обрезания, то
есть, отождествления всех его элементов с единственным истинностным зна-
чением. Таким образом HoTT вводит следующую поправку в предложенную
ранее Мартином-Лёфом семантику для MLTT: понятия множества и выска-
зывания это не просто два разных способа говорить о типах, а канонические
интерпретации типов соответствующих гомотопических уровней: (-1)-типов
в случае высказываний и 0-типов в случае множеств. Типы высших уровней
интерпретируются как фундаментальные группоиды, как это было сказано
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выше.
Теория суждения Мартина-Лёфа систематически изложенная его лек-

циях 1983-го года (которые в переработанном виде были опубликованы в
1996-м году [230]) в контексте HoTT также нуждается в пересмотре.

Мартин-Лёф дает следующее определение понятию суждения:

“Если понимать суждение как действие, то это ни что иное, как акт
познание; если понимать суждение как результат такого действия,
то это фрагмент или, говоря более торжественно, объект познания.”
[230, p.19]

Соответственно суждение вида A истинно, где A это высказывание, пред-
ставляет собой знание того, как доказывается это высказывание. На этом
основании Мартин-Лёф утверждает, что “различие между знанием-как и
знанием-что при интуиционистском анализе понятия истины испаряется”
[230, p.36], отсылая слушателей к различию между пропозициональным и
операциональным типам знания, которое восходит к Г. Райлу [247].

Принимая во внимание гомотопическую иерархию типов, мы можем
скорректировать этот подход следующим образом. Пусть A это тип высокого
порядка (то есть h-уровня > - 1) и ‖A‖ это его пропозициональное обрезание.
Суждение a : A вместе с выводом этого суждения в MLTT выражает знание
о том, как построить терм a of that type. Терм a доказывает высказывание
‖M‖; обрезанный вариант суждения a : A, то есть пропозициональное суж-
дение ‖a : A‖, содержит терм ‖a‖, который представляет собой “след” терма
a, который свидетельствует о том, что такой терм a, то есть полное доказа-
тельства высказывания ‖A‖, существует. Проблематичный эпистемологиче-
ский вопрос о том, является ли доказательство существования доказатель-
ства данного высказывания доказательством этого высказывания, в данном
случае предполагает положительный ответ (ср. дискуссию на эту тему ни-
же в 3.2.5 A). Так или иначе в данном случае различие между знанием-что
представленное обрезанным суждением ‖a : A‖ и знанием-как представлен-
ное суждением a : A не “испаряется” и имеет понятный смысл. Считая, что
любая формальная теория суждения относится к области логики, HoTT мож-
но считать логическим исчислением. Возможно, именно на этом основании
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Майкл Шульман называет HoTT “логикой пространства” [246]. Однако такая
концепция логики намного шире обычной и включает в себя теорию гомото-
пий в некотором виде. Если придерживаться более узкой и более привычной
концепции логики, которая предполагает, что логика имеет дело только с
суждениями вида A истинно (где A это высказывание), то семантику HoTT
следует считать логической применительно только к типам пропозициональ-
ного уровня (-1) и считать эту семантику вне-логической (а именно гомотоп-
ной) применительно к типам более высоких уровней. Мы оставляем сейчас в
стороне интересный вопрос о том, куда нужно отнести тип “до-логического”
гомотопического уровня (-2). По-видимому Майкл Ратхен имеет в виду такую
более привычную концепцию логики, когда говорит, что в MLTT

“Взаимные отношения между логическими выводами и математи-
ческими конструкциями связывают логику и математику. Логи-
ка переплетается с математическими объектами и операциями, и
представляется, что ее роль неотделима от этих конструкций. [..]
[Л]огические операции оказываются специальными случаями мате-
матических операций более общего вида.” ( [248, p. 95])

Гомотопическая иерархия типов в HoTT позволяет описать структуру
взаимодействия между логическими выводами и математическими (в данном
случае гомотопическими) конструкциями более точно: одни и те же фор-
мальные правила MLTT интерпретируются как логические выводы на про-
позициональном гомотопическом уровне (-1) и как правила построения вне-
логических математических конструкций подобные Постулатам Евклида на
всех высших гомотопических уровнях. Порождаемые этими правилами вне-
логические конструкции при этом не изолированы от логических операций,
но имеют определенную логическую функцию: любая такая конструкция,
то есть терм типа высокого уровня, служит доказательством высказывания
получаемого в результате (-1)-обрезания данного типа. В качестве примера
рассмотрим правило, согласно которому определительное тождество термов
влечет их пропозициональное тождество:
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Рис. 8: Утренняя Звезда это Вечерняя Звезда

a ≡A a′

refla : a =A a′
(11)

Если A это 0-тип, то есть множество, то a =A a′ это (-1)-тип, то есть
высказывание. В этом случае данное правило читается так: Если элементы
a, a′ множества A определительно равны, то высказывание a = a′ истинно.
В случае если A это 1-тип, то есть (плоский) группоид, в котором петли ви-
да la : a =A a′ различаются и образуют множество (то есть 0-тип), терм
refla интерпретируется не просто как истинностное значение, а как триви-
альная петля (которая отличается от других петель того же типа), которая
служит доказательством высказывания ‖A‖ получаемого из данного типа A
с помощью (-1)-обрезания.

Доказательство неопределительного тождества Утренней Звезды (MS)
и Вечерней Звезды (ES) из примера Фреге (см. 3.2.3 выше) в HoTT может
быть представлено в виде непрерывного пути между эти двумя объектами,
который можно отождествить с наблюдаемой траекторией планеты Венеры
[29] (Рис.8).

В то время как на пропозициональном уровне (пропозициональное)
тождество является отношением, которое либо имеет место, либо нет, высшие
типы тождества имеют более сложную структуру, которая может включать
в себя множественные пути, множественные гомотопии между этими путя-
ми и т.д. Случай типа тождества h-уровня = 1 (плоский группоид) может
быть проиллюстрирован фейнмановской диаграммой используемой в кван-
товой механике (Рис.9). При этом нужно допустить, что показанные на диа-
грамме траектории частицы не гомотопны.

Термы высших типов тождества во всех случаях могут быть поня-
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Рис. 9: квантовые пути

ты как доказательства соответствующих пропозициональных тождеств полу-
чаемых в результате пропозиционального обрезания высших типов. Однако
их также можно интерпретировать как элементы отождествляемого объекта.
Предположим, что тождество Утренней Звезды, Вечерней Звезды и Венеры
установлено заранее (по определению), в символах MS ≡ ES ≡ V enus.
В этом случае путь p : MS = ES показанный да Рис. 9 нужно интерпрети-
ровать как нетривиальную петлю отличную от тривиальной петли reflV enus,
существование которой следует из нашего предположения [15], [21]. В этом
контексте имеет смысл считать p и другие нетривиальные петли того же
типа (а также нетривиальные термы типов тождества более высоких уров-
ней, если такие есть) элементами структуры одного и того же объекта, а
именно планеты Венеры, а не внешними конструкциями, которые позволя-
ют судить о тождестве Утренней Звезды и Вечерней Звезды. Такой подход
позволяет сформулировать интересное новое решение для широко обсужда-
емой проблемы выбора между трехмерной и четырехмерной онтологией для
пространственно-временных объектов таких как Венера, см. [29, Section 8].

В свете приведенного выше анализа (объяснения) HoTT представля-
ется современной реализацией евклидовой схемы математических рассужде-
ний, где теоремы доказываются с помощью геометрических построений (см.
1.1.4 выше) В свете этого анализа HoTT также находится в согласии со взгля-
дом Лавера, согласно которому “логика это частный случай геометрии” [6, p.
329], сформулированном в контексте теории топосов (3.1.4 выше): семанти-
ка HoTT является полностью геометрической (в широком смысле слова), но
фрагмент этой семантики также является логическим. Этот “чисто логиче-
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ский” , то есть пропозициональный (-1)-обрезанный фрагмент HoTT являет-
ся внутренним по отношению к HoTT и ее моделям в том смысле, что эта
логическая структура является интегральной частью более обширной мате-
матической структуры содержащей такие непропозициональные объекты как
множества и гомотопические пространства.

3.2.5 Унивалентные основания

Унивалентные основания (UF) — это новые основания математики
предложенные Владимиром Воеводским в 2000-х годах, которые используют
HoTT и ее внутреннюю логику для формального аксиоматического представ-
ления математических теорий (в широком смысле слова “аксиоматический”,
который мы более полно объясняем ниже в 4.2.2). UF использует допол-
нительный принцип, а именно аксиому унивалентностиґ (UA), которая не
является частью MLTT/HoTT в том виде, как мы описали эту теорию выше.
Прежде чем мы обсудим UA, мы опишем некоторые другие важные аспекты
UF.

A) Компьютерные доказательства и автоматическая проверка доказательств
Основная мотивация Воеводского при построении UF была прагмати-

ческой. Как мы уже отмечали в 2.4, стандартные теоретико-множественные
основания математики и, более общо, аксиоматический подход в стиле Гиль-
берта, не позволяет проводить формальную проверку и верификацию мате-
матических доказательств не считая специально подобранных тривиальных
примеров. Однако необходимость в надежной верификации такого рода ста-
новится все более очевидной в математической практике. “Пренебрежение
эпистемическими соображениями в логике”, о котором Зундольм говорит как
о философской проблеме [224] имеет и практическое измерение. Мы покажем
это на примере из личного профессионального опыта Владимира Воеводско-
го.

В 1990-м году Михаил Капранов и Владимир Воеводский опублико-
вали на русском языке статью, в которой они анонсировали доказатель-
ство важной теоремы, согласно которой (грубо говоря) гомотопная катего-
рия гомотопных пространств эквивалентна гомотопной категории слабых ω-
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группоидов определенного вида [249, Th.2]. Годом позже тот же результат с
более подробным доказательством был опубликован этими авторами на ан-
глийском языке [250]. В 1998-м году Карлос Симпсон опубликовал препринт
[251], в котором содержался контр-пример к теореме Капранова и Воеводско-
го. Капранов и Воеводский приняли во внимание эту критику, но не смогли
найти ошибки в своем доказательстве и стали подозревать, что ошибка могла
содержаться в рассуждении Симпсона. Реакцию математического сообщества
на эти события Воеводский описал в 2014-м году в следующих словах:

“Когда появилась статья Симпсона, у Капранова и меня уже была
солидная репутация. Статья Симпсона породила сомнения в нашем
результате, что привело к тому, что другие математики его не ис-
пользовали, однако никто из них не принял вызов и не попытался
указать нам на ошибку.” [252, slide 10]

Эта ситуация продолжалась вплоть до осени 2013-го года, когда Воеводский
наконец нашел ошибку в своем совместном с Капрановым доказательстве
1991-го года. Ошибка оказалась непоправимой, так что сегодня математиче-
ское сообщество пришло к консенсусу о том, что Симпсон прав, и что основ-
ная теорема заявленная в [250] на самом деле не является теоремой.

Этот случай, который Воеводский называет “вопиющим”, не является
исключением. В своей лекции 2014 года Воеводский описывает также другой
случай ошибки в своих собственных рассуждениях, которая долго оставалась
незамеченной; другие примеры такого рода можно найти в статье Николая
Вавилова [253]. Вавилов считает, что в этом отношении современная матема-
тическая практика мало чем отличается от математической практики про-
шлых эпох, при которой консенсус об истинности математических теорем и
корректности их доказательств сначала достигался внутри узкого экспертно-
го сообщества, а уже потом распространялся на более широкое сообщество
при опоре на авторитет экспертов. Ошибки при этом были неизбежными и
регулярно случались на протяжении всей истории математики. Можно, од-
нако, заметить, что по мере того, как математика становится более техниче-
ски сложной и более специализированной, данная проблема становится более
острой, а традиционные академические процедуры проверки и верификации
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новых заявляемых результатов оказываются менее надежными.
Именно так Воеводский оценивал эту ситуацию в середине 2000-х го-

дов. С его точки зрения единственное эффективное практическое решение
этой проблемы могло состоять в том, чтобы сделать компьютерную фор-
мальную проверку доказательств стандартной процедурой в математической
практике:

“В идеале каждая статья направленная для публикации должна со-
держать текст доступный для прочтения человеком снабженный к
формализованным доказательствам всех результатов. Прежде чем
отсылать статью референтам, редактор проверяет эти доказатель-
ства с помощью компьютера и таким образом удостоверяется в их
корректности. Референтам остается проверить, представляет ли ста-
тья интерес и соответствует ли формализованные утверждения их
задуманному смыслу.” [254, slide 3]

В такой общей форме эта идея не нова. Можно вспомнить о предложении
Лейбница решать философские споры с помощью вычислений (“calculemus!”).
Когда Гильберт предлагал сделать свой формальный символический аксио-
матический метод “основным инструментом любого исследования” ([57, p.
467]), он тоже, по всей видимости, имел в виду что-то подобное. Программ-
ный доказыватель (proof assistant) для “механической” проверки формали-
зованных математических доказательств с помощью компьютера, который
назывался “Automath”, был впервые представлен публике в 1967-м году Пе-
тером де Брюином и дорабатывался затем в течении последующих десяти-
летий. Стоит отметить, что Automath имплементировал не аксиоматические
рассуждения в стиле Гильберта, а типизированное исчисление в стиле Ген-
цена использующее соответствие Карри-Говарда. Появление MLTT в 1980-х
годах мотивировало разработку новых доказывателей, которые имплемен-
тировали фрагметы этого исчисления или иначе использовали связанные с
MLTT идеи. Сюда можно отнести NuPrl (1986), ALF (1994), Agda, LF, Lego и
Coq, см. подробнее [255] и дальнейшие ссылки в этой работе. Большой посто-
янно обновляемый список существующих программ-доказывателей и подоб-
ного программного обеспечения можно найти в [256]. Для вычислительной
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имплементации математических доказательств опирающихся на унивалент-
ные основания сегодня обычно используются Agda и Coq. Растущий корпус
таких доказательств имплементированных на Coq (проект UniMath) нахо-
дится по ссылке [257].

Свежий обзор существующих доказывателей и практики их использо-
вания в математических исследованиях — который, однако, обходит стороной
проект UniMath и другие подобные проекты мотивированные UF — можно
найти в [258].

Несмотря на продолжающиеся усилия и достижения энтузиастов этого
подхода, использование компьютерных доказательств не стало на сегодняш-
ний день обычной практикой в математических исследованиях. Тем не ме-
нее, существует растущий корпус математических результатов полученных
с помощью компьютера, причем в ряде случаев “чисто человеческие” дока-
зательства этих результатов неизвестны и есть указания на то, что таких
доказательств может и не быть. В число таких случаев входит доказатель-
ство теоремы о четырех красках (4CT) полученное в 1977-м году Кенетом
Аппелем, Вольфгангом Хакеном и Джоном Кохом [259]. Аппель и его соавто-
ры использовали использовали программный код низкого уровня написанный
специально для этой цели чтобы исследовать 1482 частных случая проблемы,
что было невозможно сделать вручную. Позже полностью формализованная
версия этого доказательства была реализована на Coq [260]. Компьютерное
доказательство 4CT породило живую философскую дискуссию, к обзору ко-
торой мы теперь переходим. Другой свежий обзор этой дискуссии с другими
акцентами можно найти в [261].

Начало дискуссии положила публикация Томаса Тимошко [262], кото-
рый выдвинул аргументы, согласно которым доказательство 4CT не является
математическим доказательством в обычном смысле слова, поскольку ком-
пьютерная часть этого доказательства не может быть детально проверена
человеком или группой людей. На этом основании Тимошко выдвигает тезис
о том, что 4CT с существующим доказательством этой теоремы представ-
ляет собой элемент математики нового типа, а именно экспериментальной
математики, которая подобна экспериментальным естественным наукам, и в
которой компьютер играет роль экспериментального оборудования.
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Пол Теллер в своем ответе Тимошко [263] аргументирует, что Тимош-
ко неправильно понимает, что такое математическое доказательство, путая
эпистемическое понятие верификации того факта, что нечто является дока-
зательством данного утверждения, с самими этим доказательством, которое,
согласно Теллеру, не имеет никакого внутреннего эпистемического содержа-
ния. Допуская, что заявленное Аппелем доказательство 4CT действительно
является доказательством, Теллер утверждает, что необычным в данном слу-
чае является только способ эпистемического доступа к этому доказательству,
но что в самом этом доказательстве нет ничего необычного.

Комментируя этот анализ Теллера в 2008-м году [264], Даг Правиц со-
глашается с Теллером в том, что доказательство и верификацию этого дока-
зательства нужно различать. Однако поскольку собственная концепция мате-
матического доказательства Правица является существенно эпистемической
(см. 3.2.2), его оценка доказательства 4CT предложенного Аппелем и др.
также оказывается отличной. В отличие от Теллера и в согласии с Тимошко
Правиц аргументирует, что если предложенное Аппелем и др. доказатель-
ство в самом деле является доказательством, то частью этого доказательства
является критическое свидетельство полученное с помощью компьютера, и
таким образом это доказательство не является дедуктивным.

Мик Детлефсен и Марк Лукер в своем ответе Тимошко [265] убеди-
тельно показывают, что различие между доказательством 4CT с использо-
ванием компьютера и традиционными математическими доказательствами
менее драматично, чем думает Тимошко. Традиционные доказательства ча-
сто и даже обычно включают в себя “слепые” символические вычисления, как
например вычисление произведения 50× 101 = 5050. Всякое такое вычисле-
ние можно считать в какой-то мере слепым, а в какой-то мере прозрачным.
Поэтому, как считают Детлефсен и Лукер, использование механических или
электронных компьютеров вместо ручки и бумаги или вместе с ручкой и
бумагой не меняет природу математического мышления и математических
доказательств. Тот факт, что отношение к компьютерам действительно за-
висит от социальных привычек и условностей, можно продемонстрировать
наблюдением Кенета Аппеля сделанным в ходе публичной презентации до-
казательства 4CT в 1977-м году вскоре после публикации этого результата.
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Согласно Аппелю,

“[Слушатели] четко разделилась на две группы: людей старше соро-
ка лет, которые не верили, что полученное с помощью компьютера
доказательство может быть правильным, и людей младше сорока,
которые не верили, что доказательство содержащее 700 страниц сде-
ланных вручную вычислений может быть правильным” (цитируем
по [261, стр. 291]).

Брэдли Баслер [266] предлагает в этом контексте различать локаль-
ную и глобальную прослеживаемость (surveyability )математических дока-
зательств. Под локальной прослеживаемостью доказательства p Баслер по-
нимает свойство p, которое позволяет человеку отслеживать элементарные
шаги этого доказательства. Баслер аргументирует, что локальная прослежи-
ваемость доказательства сама по себе не делает это доказательство отслежи-
ваемом или эпистемически прозрачным в обычном смысле поскольку эписте-
мическая прозрачность требует по крайней мере минимальной глобальной
прослеживаемости, благодаря которой субъект может увидеть, что сумма
элементарных шагов доказательства обладает достаточной эпистемической
силой, чтобы служить обоснованием для заключения на основании исполь-
зуемых посылок. В исторической части своей статьи Баслер показывает, что
в истории математики и философии математики существует достойная со-
жаления тенденция игнорировать значение глобальной прослеживаемости,
считая, что ее можно редуцировать к локальной. Мы можем усилить ар-
гумент Баслера с помощью нашего анализа работ Гильберта. Напомним (см.
1.2.3) что Гильберт подчеркивает обосновательную роль “конкретных симво-
лов, форма которых, по нашему соглашению, является непосредственно ясной
и распознаваемой.” ([57, p. 465]). Человеческую способность отождествлять и
различать символы мы выше назвали символической интуицией. Очевидно,
что символическая интуиция обеспечивает только локальную, но не глобаль-
ную прослеживаемость формальных символических доказательств. Гильберт
ничего не говорит об эпистемическом значении глобальной прослеживаемо-
сти и, по всей видимости, считает, что этот холистический аспект математи-
ческих доказательств относится к области психологии и имеет эвристическое
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значение, но не имеет логического и обосновательного значения.
Если применить различение между локальной и глобальной просле-

живаемостью к анализу доказательства 4CT предложенному Аппелем и его
соавторам (как это делает в своей статье Баслер [266]), мы получим более
сложную картину по сравнению с той, которую предложил Тимошко [262].
Компьютерная часть этого доказательства является полностью локально про-
слеживаемой в том смысле, что человек в состоянии проверить и интерпрети-
ровать любой фрагмент используемого компьютерного кода (поскольку этот
код написан человеком). Аргументы объясняющие почему таким образом за-
кодированное вычисление, если оно будет выполнено корректно, завершает
полное доказательство 4CT, Аппель с соавторами представляет в виде тра-
диционной математической прозы, которая таким образом обеспечивает гло-
бальную прослеживаемость всего доказательства, включая его компьютер-
ную часть. Однако в этом доказательстве не хватает прослеживаемости на
промежуточном уровне между общим пониманием того, что вычисляет дан-
ное вычисление, и вычислительными шагами низкого уровня закодированны-
ми используемой программой. Ниже мы покажем, как эта проблема решается
в случае компьютерных доказательств основанных на UF.

Не углубляясь далее в эпистемологический анализ компьютерных ма-
тематических доказательств, мы сформулируем здесь наш общий подход к
этой проблеме. Мы разделяем эпистемически нагруженную концепцию дока-
зательства Правица, относя ее также и к математическим доказательствам.
По этой причине мы считаем вопрос прозрачности и прослеживаемости до-
казательств логическим и обосновательным вопросом, а не только прагма-
тическим и практическим вопросом. Мы будем использовать предложенное
Баслером различие между локальной и глобальной прослеживаемостью, ко-
торое оказывается полезным для нашего анализа UF. Мы также разделяем
убеждение Воеводского в том, что компьютер понятый и используемый в
качестве инструмента познания (но не автономного эпистемического агента)
может помочь более надежно установить некоторые математические резуль-
таты, найти ошибки в некоторых ошибочно анонсированных результатах и
таким образом исправить сложную ситуацию на переднем крае математиче-
ских исследований, о которой было сказано выше. Ниже мы более подробно
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рассматриваем вопрос о том, как взаимодействие человека и компьютера мо-
жет быть организовано в случае компьютерных доказательств основанных
на UF. Систематический сравнительный анализ других подходов к автома-
тической проверке доказательств не входит в нашу задачу, однако, насколько
нам известно, те черты основанного на UF подхода, которые мы обсуждаем
ниже, и которые с нашей точки зрения имеют решающее эпистемологическое
значение, в других подходах отсутствуют.

B) Унивалентные основания и математическая интуиция[39]
Гомотопическая семантика исчисления MLTT кратко описанная в

3.2.4 позволяет интерпретировать формальные выводы в этом исчислении
как геометрические, точнее гомотопические пространственные конструкции.
Когда это базовое исчисление или его фрагмент имплементируется в виде
программного кода, эта гомотопическая интерпретация и связанная с ней про-
странственная интуиция ассоциируется с этим кодом. Эта пространственная
интуиция ассоциированная с символическими конструкциями и программ-
ным кодом делает их прослеживаемыми новым способом: кроме локальной
прослеживаемости, которая позволяет контролировать отдельные элементра-
ные шаги вычислений, и глобальной прослеживаемости обеспеченной общим
пониманием используемых конструкций, мы получаем здесь прослеживае-
мость на промежуточном (мезоскопическом) уровне конструкций, которая
позволяет контролировать ключевые элементы конструкции, игнорируя при
этом несущественные технические детали. Такое интуитивное прочтение фор-
мализма позволяет заполнить разрыв между строгим формальным пред-
ставлением математических рассуждений с помощью логических исчислений
и обычным представлением математических рассуждений с помощью есте-
ственного языка и символических средств не подчиненных строгим синтак-
сическим правилам. Таким образом, HoTT обеспечивает представление ма-
тематических рассуждений и, в частности, доказательств, которое

• строго формально в том смысле, что используется символическое исчис-
ление с явно предъявляемыми строгими синтаксическими правилами;

• допускает компьютерную проверку;

• допускает интуитивную пространственную (гомотопическую) интерпре-
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тацию, которая позволяет сочетать локальные и глобальные аспекты ма-
тематической интуиции привычным образом [12].

Простой (но не тривиальный) пример математического доказатель-
ства, которое представлено таким образом, можно найти в [267]. Это до-
казательство теоремы алгебраической топологии, согласно которой фунда-
ментальная группа π1(S1) (топологического) круга S1 изоморфна бесконеч-
ной циклической группе Z, которая канонически представляется аддитивной
группой целых чисел; стандартное доказательство этой теоремы можно найти
в [268, p. 29 ff]27.

Эта теорема и ее доказательство имеют простой интуитивный смысл.
Выберем на круге произвольную точку и закрепим на ней конец нити, второй
конец которой будем считать бесконечно удаленным. Затем будем накручи-
вать нить на круг любыми возможными способами и попытаемся классифи-
цировать образующиеся петли. Прежде всего, будем различать петли накру-
ченные по часовой стрелке и петли накрученные против часовой стрелки.
Затем среди петель каждого из этих классов будем различать петли по числу
сделанных оборотов и назовем это число порядком петли. Договоримся счи-
тать порядок петли положительным, если петля накручена против часовой
стрелки и положительной в противном случае. Введем формально тривиаль-
ную петлю, отвечающую числу 0. Для таким образом построенных петель
существует очевидная операция композиция, которая отвечает сложению по-
рядка петель. Множество петель с операцией композиции образует группу,
которая изоморфна группу сложения целых чисел, то есть, бесконечной цик-
лической группе.

Обычное доказательство данной теоремы использует “накручивающее
отображение” w : R → S1 которое можно визуализировать с помощью спи-
рали показанной на Рис.10; w отображает каждую точку спирали на точку
круга, которая под ней находится.
Это отображение представляет собой расслоение, которое называют универ-

27Фундаментальная группа топологического пространства это фундаментальный группоид, все пути в

котором представляют собой петли, начинающиеся и заканчивающиеся в одной и той же точке, назы-

ваемой базовой точкой. Фундаментальная группа данного топологического пространства не зависит от

выбора базовой точки.
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Рис. 10: накручивающее отображение

сальным покрытием круга; каждый слой этого расслоения изоморфен мно-
жеству целых чисел. Оставляя в стороне другие детали (которые можно най-
ти в [267]), мы хотим подчеркнуть, что приведенная выше конструкция фор-
мально воспроизводится с помощью HoTT и затем реализуется в виде про-
граммного кода (Ликата и Шульман используют для этой цели язык AGDA),
не теряя при этом своего интуитивного содержания.

Пусть base это точка круга выбранная S1 в качестве базовой точки.
Это суждение воспроизводится с помощью синтаксиса MLTT в виде формулы

b : S1

Тогда петли связанные с этой базовой точкой имеют вид:

loop : b =S1 b

Записанное таким образом формальное доказательство и его программная
реализация оказываются, таким образом, полностью интерпретируемыми в
терминах интуитивных пространственных конструкций. Когда программа до-
казательства выполняется на компьютере, у пользователя, как обычно, есть
возможность понять общую идею этого доказательства с помощью нефор-
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мальных объяснений, а также возможность проследить фрагменты произ-
водимых вычислений на микроскопическом уровне элементарных вычисли-
тельных шагов, внимательно изучая для этого программный код вплоть до
машинного кода. Однако при использовании подхода основанного на UF у
пользователя появляется и новая возможность следить за доказательство на
ключевом мезоскопическом уровне структуры доказательства. В этом слу-
чае компьютерное доказательство не является более “доказательством в виде
черного ящика”, в котором часть аргументов является скрытой и заменяется
эмпирическим недедуктивными свидетельствами. Компьютер используется в
этом случае только как инструмент для проверки формальной корректно-
сти доказательств (и по всей видимости компьютеры могут выполнять эту
функцию лучше людей). Таким образом основанные на UF формальные ком-
пьютерные доказательства оказываются весьма похожими на традиционные
математические доказательства (в согласии с аргументом Детлефсена и Лу-
кера [265].)

Идея унивалентных оснований (UF) состоит в том, чтобы подобным об-
разом реконструировать всю математику. Рассмотренная выше теорема отно-
сится к области алгебраической топологии и даже, более узко, к области тео-
рии гомотопий. Поэтому неудивительно, что гомотопический подход в случае
этой теоремы сразу приводит к успеху. На сегодняшний день остается неяс-
ным, в какой мере гомотопическая интуиция является релевантной в других
разделах математики и может ли она в таких случаях играть подобную роль.
Проект UniMath успешно развивается [257], но не сегодняшний день не суще-
ствует использующих этот подход учебников элементарной математики, ко-
торые можно было сравнить с школьным учебниками геометрии начала 20-го
века написанными в стиле Гильберта [110] или написанными в середине 20-го
века учебниками математики в стиле Бурбаки. Даже если идея использовать
(UF) в школьном и университетском математическом образовании кажется
очень странной, мы считаем, что UF во всяком случае дает математическому
образованию некоторые важные уроки. Один из таких уроков состоит в том,
что нет достаточных оснований считать гильбертову аксиоматическую архи-
тектуру теоретическим идеалом для построения математических теорий, к
которому школьные и университетские курсы математики должны по мере
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сил и возможностей приближаться.
C) Модели HoTT и гипотеза инициальности [36]
Теория моделей MLTT/HoTT пока не так детально развита, как сама

HoTT, и подробное описание текущей ситуации в этой области исследований
не входит в нашу задачу. Тем не менее в этом разделе мы дадим краткий обзор
этого вопроса и обсудим некоторые концептуальные проблемы, которые, на
наш взгляд, имеют общее значение.

Альфред Тарский создал в 1950-х годах свою теорию моделей [269]
для аксиоматических теорий гильбертовского типа. Напомним основные по-
нятия этой теории. Моделью m (неинтерпретированной) аксиомы A назы-
вается интерпретация нелогических символов из A, которая превращает эту
аксиому в некоторое истинное предложение Am. При выполнении этих усло-
вий также говорят, что m удовлетворяет аксиоме A. Моделью M неинтер-
претированной аксиоматической теории T называют интерпретацию, которая
превращает все аксиомы и теоремы этой теории в истинные предложения. По-
скольку допустимые в T правила вывода сохраняют истинность, чтобы утвер-
ждать, что M является моделью теории T , достаточно проверить, что M

удовлетворяет всем аксиомам этой теории (это свойство называют коррект-
ностью интерпретации). Предложенная Тарским теоретико-модельная логи-
ческая семантика вместе с созданной им теорией моделей вместе составляют
когерентную семантическую рамку для первопорядковых аксиоматических
теорий гильбертовского типа. В качестве стандартных моделей любых таких
теорий Тарский использовал теоретико-множественные модели. Теоретико-
множественные основания математики и семантический взгляд на научные
теории, которые мы обсуждали выше (см. 2.2 и 2.3.3) , существенно опи-
раются в этом отношении на пионерские работы Тарского в области теории
моделей.

В течении последующих десятилетий теория моделей активно разви-
валась и меняла свой облик. Как заметил Агнус Макинтаер в 2003-м году

“На мой взгляд, теория моделей все более отделяется от теории мно-
жеств, и тарскианское понятие теоретико-множественной модели
в теории моделей уже не является центральным. Для значитель-
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ной части современной математики этот теоретико-множественный
компонент не представляет интереса, а основные используемые по-
нятия имеют геометрический или теоретико-категорный характер.
[. . . ]. Возникающая при этом релятивизация и ’перенос структуры’
оказываются намного более гибкими и сильными инструментами,
чем известные понятия теоретико-множественной теории моделей.”
[[270, p. 197]]

Хотя Макинтаер говорит в первую очередь о технических достижени-
ях, нам представляется очевидным, что эти новации требуют переосмысления
и заложенных Тарским концептуальных оснований теории моделей. Эта по-
следняя задача в современной философской логике пока остается в основном
открытой. Ценную попытку ввести современную теорию моделей в текущую
философскую дискуссию недавно предпринял Джон Болдвин [271]. В этом
разделе мы описываем особенности теории моделей MLTT/HoTT и рассмат-
риваем выдвинутую Воеводским гипотезу инициальности.

Когда говорят о моделях формальной теории генценовского, а не
гильбертовского типа, имеющей теоретико-доказательную семантику, кото-
рая должна сохраняться в дальнейших интерпретациях этой теории, обыч-
ный тарскианский подход оказывается неприменимым, или, во всяком случае,
неприменимым непосредственно. Прежде всего, необходимо понять, что такое
модель формального правила (а не аксиомы). Хотя понятия о моделирова-
нии правил нет в стандартных учебниках по теории моделей (например, в
[272]), такое понятие нетрудно определить, не выходя за рамки стандартной
теории моделей. Мы будем называть интерпретацию m моделью правила R ,
в символах

Am
1 , . . . , A

m
n

Bm
(12)

если во всех случаях, когда предложения Am
1 , . . . , A

m
n истинны, пред-

ложение Bm тоже истинно. Эту схему применяет, в частности, Димитрис Це-
ментис в своем неформальном объяснении значения для HoTT [273]. Однако
поскольку не всякое суждение в MLTT/HoTT имеет вид P истинно, такое
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понятие о модели правила не всегда сохраняет стандартную семантику этой
теории. В частности, схема (12) вместе с ее предложенной интерпретацией
несовместима с вне-логической семантикой HoTT (см. 3.2.4), поскольку фор-
мула Am не может одновременно обозначать истинное предложение и непро-
позициональный объект. Чтобы преодолеть эту трудность, нужно понимать
отношение удовлетворения (формулы своей интерпретацией) в более общем
смысле, чем это обычно делается, интерпретируя все формулы Am

i в (12) как
правильные суждения произвольного вида. В этом случае под корректно-
стью интерпретации (soundness) нужно понимать требование, согласно кото-
ромуm сохраняет эпистемическую силу правила вывода R: вывод из посылок
Am

1 , . . . , A
m
n к заключению Bm должен быть обоснован в рамках комбинации

исходной семантики HoTT с дополнительной семантикой, которая обеспечи-
вается интерпретацией m (как в случае, когда путь между точками MS,ES

интерпретируется как траектория небесного тела).
В стандартной теории моделей под интерпретацией формулы понима-

ют интерпретацию нелогических символов этой формулы; при этом различие
между логическими и нелогическими символами считается установленным
заранее. При интерпретации HoTT мы имеем дело с другой ситуацией при
которой различие на логические и внелогические символы на синтаксиче-
ском уровне не используется. Поэтому в таких случаях необходимо иметь в
виду возможность того, что задуманные значения логических констант могут
измениться в результате дополнительной внешней интерпретации, и удосто-
верить, что их логическая функция при этом сохраняется.

Модели MLTT включают (см. [274, Section 6]):

• модели реализуемости;

• теоретико-множественные модели (в ZFC и в конструктивных теориях
множеств);

• теоретико-категорные модели трех типов:

– локально декартово замкнутые категории (LCCC);

– контекстуальные категории (и их версии, которые называют катего-
риями с семействами и категориями с атрибутами);
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– гипердоктрины

Модели реализуемости представляют собой, на первый взгляд, ничто
иное, как формализованные версии неформального “объяснения значения”
Мартина-Лёфа, см. подробнее [275], [276]. Однако Мартин-Лёф настаивает
на том, что объяснение значения представляет собой особенную семантиче-
скую процедуру, которую не нужно путать с моделью [230]. Напомним, что
когда мы говорим о моделях MLTT и HoTT, мы не считаем эти теории чи-
сто синтаксическими структурами, но предполагают, что они обладают внут-
ренней семантикой, которая была описана выше. В отличие от объяснений
значения, модели реализуемости как и любые другие модели MLTT/HoTT,
представляют собой внешние математические структуры.

Теоретико-множественные модели MLTT включая ZFC-модели бес-
полезны как репрезентативные средства, но из существование важно с точки
зрения оснований; заметим, что для того, чтобы моделировать в ZFC “боль-
шой” универсум типов, необходимо допустить существование по крайней мере
одного недостижимого кардинала.

Выше мы уже обсуждали тесные связи между гипердоктринами Лаве-
ра, LCCC и MLTT: всякая LCCC является гипердоктриной, а MLTT является
внутренним языком LCCC. Когда гипердоктрины и LCCC называют моделя-
ми MLTT, точка зрения на предмет меняется, но математическое содержание,
которая оправдывает употребление этого имени, остается тем же самым.

Все перечисленные модели MLTT удовлетворяют принципу рефлексии
(RP) (см. 3.2.3) и поэтому не могут считаться моделями HoTT несмотря
на то, что MLTT и HoTT (без аксиомы унивалентности) имеют одинаковый
синтаксис.

Как мы уже упоминали в 3.2.3, первая модель MLTT, которая не
удовлетворяла RP и таким образом открывала возможность гомотопической
интерпретации интенсиональной MLTT включая высшие типы тождества,
была предложена в 1993-м году Томасом Страйчером [233], см. также [234].
Гомотопическая интерпретация MLTT в том виде, как она изложена в [7] и
в настоящей работе, опирается на предложенную Владимиром Воеводским
модель MLTT в категории симплициальных множеств, которая имеет свой-
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ство унивалентности [244]. Позже была найдена модель MLTT в категории
кубических множеств [277], которая обладает похожими свойствами, но име-
ет важные преимущества, о которых мы кратко скажем в конце следующего
раздела.

Укажем, наконец, на одну открытую проблему в теории моделей
HoTT, которая включает себя интересную попытку переосмыслить стандарт-
ное понятие модели. Эта проблема занимала центральное место в исследо-
ваниях Владимира Воеводского по крайней мере начиная с 2010-го года и
до конца его жизни и карьеры. Воеводский предложил уточнение стандарт-
ного понятия модели, связанное с гипотезой, которую он назвал гипотезой
инициальности. Чтобы объяснить суть этой гипотезы, нам необходимо вве-
сти некоторые предварительные понятия. Воеводский использует версию тео-
рии моделей, которую называют сегодня функториальной теорией моделей.
Идея функториальной модели была впервые выдвинута в диссертации Лаве-
ра 1963-го года [171]; современное изложение функториальной теории моде-
лей можно найти в [203, vol. 2, D1-4] и [278].

Идею функториальной теории моделей можно кратко описать с помо-
щью следующей конструкции:

• Данная теория T представляется как синтаксическая категория, кото-
рую также называют канонической синтаксической моделью теории T;

• Модели T строятся в виде функторов вида m : T → S from T в под-
ходящую базовую категорию (например, категорию множеств), которые
сохраняют подходящую структуру;

• Эти модели образуют функторную категорию CT = ST;

• Таким образом, теория T оказывается, по словам Лавера порождающей
моделью, то есть специальным объектом (или подкатегорией как в [171])
категории CT.

Воеводский и его соавторы используют похожую (но не ту же самую)
схему:
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• Модель общего вида данной теории T (MLTT или ее вариант) строится
в виде кактегории C с дополнительными структурами, которые модели-
руют T-правила. Для этой цели Воеводский с соавторами используют
упомянутые выше контекстуальные категории Картмелла [279]; в по-
следующих работах Воеводский пользуется модифицированной версией
этого понятия, которую он называет C-системой.

• Строится специальная контекстуальная категория (или C-система)
C(T) синтаксического характера, которую называют термовой моде-
лью.Объектами C(T) являются MLTT-контексты, то есть выражения ви-
да

[x1 : A1, . . . , xn : An]

отождествляемые с точностью до определительного равенства и заме-
ны свободных переменных; морфизмы этой категории являются подста-
новки контекстов в схемы T-правил, которые также отождествляются с
точностью до определительного равенства и замены переменных. Более
подробно, эти морфизмы имеют вид

f : [x1 : A1, . . . , xn : An]→ [y1 : B1, . . . , ym : Bm]

где f представляет собой последовательность термов f1, . . . , fm такую
что

x1 : A1, . . . , xn : An ` f1 : B1
...
x1 : A1, . . . , xn : An ` fm : Bm(f1, . . . , fm)

Таким образом, морфизмы в C(T ) представляют собой синтаксические
выводы в T.

• Определяется подходящие понятие морфизма (функтора) между контек-
стуальными категориями (C-системы) и определяется категория CTXT
таких категорий.

• Требуется показать, что объект C(T) в категории CTXT является на-
чальным, то есть, что для любого объекта C из CTXT существует един-
ственный морфизм вида C(T)→ C.
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Последнее утверждение приводится в [244] без доказательства в ка-
честве теоремы (теорема 1.2.9); авторы ссылаются на [233], где доказан спе-
циальный случай этого утверждения, и замечают, что общий случай этой
теоремы также известен из математического “фольклора” .

Воеводский в отличие некоторых своих коллег считал это утвержде-
ние, которое он называл гипотезой инициальности (IC), серьезной мате-
матической проблемой. В общем виде эта гипотеза представляет собой не
утверждение, которое нужно доказать или опровергнуть, а задачу построе-
ния для теорий типов формальной семантической рамки вроде CTXT , в ко-
торой представляющий теорию синтаксический объект был бы начальным.
На момент написания этой работы гипотеза инициальности остается откры-
той.

Согласно Воеводскому, функтор m вида C(T)→ C можно считать мо-
делью теории T только в том случае, если это единственный функтор такого
вида; в противном случае его можно считать только представлением этой
теории. Инициальность категории C(T) гарантирует, что каждое представле-
ние теории в данной категории контекстов является моделью этой теории.

Требование инициальности имеет следующий эпистемологический
смысл 28. Порождающая термовая модель C(T) является системой инструк-
ций (правил) выраженных символическим образом. Эта система правил явля-
ется схематичной в том смысле, что она применима в более чем одном контек-
сте (напомним, что доступные контексты — это объекты категории CTXT ).
Инициальность термовой модели в CTXT гарантирует, что в каждом данном
контексте C̄ правила C(T) интерпретируются единственным образом m̄ без
двусмысленностей. В самом деле, полезная инструкция может и, возможно,
даже должна быть схематичной, но она не должна быть двусмысленной.

D) Унивалентность
Унивалентность это свойство симплициальной модели MLTT [244],

которое Воеводский предложил использовать в качестве аксиомы. Аксиома
унивалентности (UA) вместе с синтаксическими правилами MLTT и гомо-
топической интерпретацией этих правил (HoTT) составляют оригинальную

28Изложенный далее эпистемологический аргумент принадлежит автору данной работы, а не Воевод-

скому.
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версию унивалентных оснований, название которых восходит к названию
данной аксиомы. Термин “унивалентность” был также предложен Воевод-
ским; этот термин был заимствован Воеводским из переводного издания [280],
где он использовался в другом значении в выражении “унивалентный функ-
тор” использованном в качестве эквивалента английского выражения “faithful
functor” [281, footnote 4].

Пусть A,B это типы, в символах A,B TY PE. Рассмотрим тип тож-
дества A =TY PE B и тип эквивалентностей A 'TY PE B, понимая под эк-
вивалентностью функцию вида f : A → B, которая в подходящем смысле
слова является обратимой; при гомотопической интерпретации такие эквива-
лентности интерпретируются как гомотопические эквивалентности. Правила
MLTT/HoTT позволяют построить каноническое отображение вида

e (A = B)→ (A ' B)

которое, говоря неформально, свидетельствует о том, что тождество является
частным случаем эквивалентности. Аксиома унивалентности утверждает,
что это отображение e является обратимым, то есть, в свою очередь является
эквивалентностью. Другими словами, UA утверждает, что тип

(A = B) ' (A ' B)

не пуст.
Чтобы понять смысл UA, полезно сначала рассмотреть случай, когда

A,B являются (-1)-типами, то есть высказываниями. В этом случае UA пред-
ставляет собой (в первом приближении) знакомый принцип пропозициональ-
ной экстенсиональности Черча (PE), согласно которому два высказывания
равны тогда и только тогда, когда они эквивалентны 29, в обычных обозна-
чениях

(A = B)↔ (A↔ B)

PE влечет, что во всех подходящих контекстах эквивалентные высказывания
29Этот принцип был впервые сформулирован (хотя и не был использован) Алонзо Черчем в его теории

простых типов 1940-го года; в 1950-м году этот принцип был использован Леоном Хенкиным ,см. [282].
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можно считать равными и взаимозаменяемыми salva veritate; по аналогии с
принципом эквивалентности для изоморфизмов (IEP) и с категорным прин-
ципом эквивалентности (CEP) рассмотренными выше (см. 2.2.2 и 3.1.2 B)
мы будем называть этот последний принцип принципом пропозициональной
эквивалентности (PEP).

Необходимая оговорка состоит в том, что PE нельзя вывести в MLTT
из UA с помощью простого ограничения общего случая на случай пропозици-
ональных типов. Такой вывод включает собой представление высказывание
в виде пары P ≡< A, p >, где A это тип, а p это доказательство того, что A
это (-1)-тип [109, p.144-145]. Таким образом сконструированные высказыва-
ния P,Q равны тогда и только тогда, когда они логически эквивалентны. Это
последнее утверждение можно считать конструктивной версией PE. Таким
образом, UA влечет за собой, что “правильное” понятие эквивалентности вы-
сказываний, которое согласуется с PEP, это их логическая эквивалентность.

В случае, когда A,B это множества, (0-типы) UA утверждает, с точ-
ностью до аналогичных оговорок, что тип равенств для множеств эквивален-
тен типу изоморфизмов множеств, что влечет за собой IEP. Требуемая внут-
ренняя конструкция в этом случае более сложная; набросок этой конструк-
ции также можно найти в [109, p.145]. Напомним, что в рамках теоретико-
множественных оснований математики в стиле Бурбаки IEP используется
только как эвристический принцип. IEP это не теорема теории множеств, и
этот принцип не может быть в этом случае использован в качестве дополни-
тельной аксиомы по двум причинам: (i) неограниченное применение IEP ко
всем свойствам приводит к противоречию с ZFC, поскольку не все выразимые
в ZFC свойства множеств инвариантны относительно изоморфизмов; (ii) если
применять IEP только к выделенному классу “структурных” свойств, которые
инвариантны относительно изоморфизмов, то противоречий не возникает, но
остается неясным, какие именно ZFC-свойства являются структурными, а
какие нет.

Можно подумать, что использование IEP в качестве дополнительной
аксиомы вместе с ZFC будет иметь эффект “неявного определения” понятия
структурного свойства подобно тому, как аксиомы ZFC “неявно определяют”
понятие множества. Однако это предложение не проходит, поскольку IEP в
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отличие от аксиом ZFC не выражается первопорядковой формулой. Всякий
класс ZFC-структур, например, класс групп, состоит из объектов, которые
имеют как структурные (в нашем примере теоретико-групповые) свойства,
которые инвариантны относительно структурных изоморфизмов, так и дру-
гие свойства, которые не являются изоморфизм-инвариантными. Поэтому
IEP используемая вместе с ZFC в качестве дополнительной аксиомы не поз-
воляет выделить класс структур так, чтобы все их выразимые свойства были
структурными. В лучшем случае IEP только помогает выделять структурные
свойства для структур данного типа (например, для групп).

Это серьезный аргумент для того, чтобы утверждать, что теоретико-
множественные основания математики в стиле Бурбаки концептуально не
когерентны (даже если они не содержат формального противоречия): мате-
матические структуры построенные на этих основаниях не обладают ожидае-
мой эпистемической характеристикой, а именно инвариантностью всех выра-
зимых свойст этих структур относительно структурных изоморфизмов. Хо-
тя сами Бурбаки никогда не формулировали этот аргумент в таком виде,
их претензии к теоретико-множественным основаниям математики, о кото-
рых мы говорили выше в 2.2.2, сегодня можно понять и обосновать именно
так. В рамках UF эта проблема решается с помощью UA: все свойства ма-
тематических структур (включая структуры построенные в стиле Бурбаки)
удовлетворяют IEP и, таким образом, являются структурными в требуемом
смысле этого слова; неопределенность понятий тождества и эквивалентности
характерная для всей бурбакистской математики в рамках UF устраняется30.

На этом основании ряд авторов называет UF “структуралистскими”
основаниями математики [283], см. также [284] и [285]. Мы, разумеется, при-
знаем, что UF в отличие ZFC поддерживает IEP, который является одним из
столпов математического структурализма (MS) в любой из его существую-
щих многочисленных версий. Однако мы не согласны с утверждением о том,
что UF является воплощением MS. Историю MS обычно возводят к “Осно-
ваниям геометрии” Гильберта 1899-го года [1]; структурализм Бурбаки опи-
рается на семантическую версию аксиоматического метода Гильберта. UF

30Решение этой проблемы было важным элементом мотивации Воеводского при построении UF [109,

p.141].
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в свою очередь опирается на MLTT и интуиционистскую/конструктивную
традицию в математике и логике 20-го века, которые имеют кантианские ис-
точники (в частности, это касается работ Брауэра). В отличие от ZFC MLTT
это исчисление генценовского, а не гильбертовского типа, и задуманная ло-
гическая семантика этого исчисления является теоретико-доказательной, а
не теоретико-модельной (см. 3.2.3) . По мнению Мартина-Лф̈а MLTT “раз-
решает противоречия между Гильбертом и Брауэром” [68]. Согласно нашему
анализу, UF идет еще дальше в этом направлении, обосновывая эпистеми-
ческую роль интуиции в математических доказательствах. Таким образом,
UF сочетает различные идеи из математики, логики и философии; только
часть этих идей имеет своим источником математический структурализм и
структурную математику в стиле Бурбаки.

Это замечание касается не только UF вообще, но и конкретно UA. Важ-
ным следствием UA является функциональная экстенсиональность (FE), то
есть свойство, которое состоит в том, что любые две функции с общим до-
меном и совпадающие на всех значениях своих аргументов равны друг дру-
гу; точную формулировку и доказательство можно найти в [7, pp. 140-142],
напомним также, что FE не выполняется в топосах отличных от топоса мно-
жеств. FE представляет собой сильный принцип экстенсиональности, кото-
рый имеет большое значение с вычислительной точки зрения, поскольку он
позволяет осуществлять эффективную (то есть разрешимую) проверку ти-
пов (type-checking). Это следствие UA указывает на конструктивное значение
этой аксиомы. Многие авторы анализирующие UA с логической точки зрения
и использующие в этом анализе исторический контекст рассматривают UA
как современную версию лейбницевского принципа тождества неразличи-
мых [286], [109]. Хотя это принцип может быть истолкован в духе математи-
ческого структурализма, он может быть также истолкован в конструктивном
духе. То же самое можно сказать про UA.

Разумеется, если понимать термин “структуралистские основания”
расширительно, то применение этого названия к UF можно оправдать. Од-
нако это название может ввести в заблуждение, поскольку оно подчеркивает
один аспект UF и скрывает другие аспекты. В настоящей работе мы избегаем
называть UF “структуралистскими” или “конструктивистскими” основания-
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ми; вместо этого мы пытаемся проанализировать комбинацию математиче-
ских, логических и эпистемологических идей связанных с UF, в некоторых
случаях использовать некоторые другие идеи, и затем сделать на этом осно-
вании некоторые эпистемологические выводы.

В рамках UF IEP не обобщается прямолинейным образом до кате-
горного принципа эквивалентности (CEP). Это связано с тем, что понятие
множества в HoTT является простым (множества это типы h-уровня 0), а
понятие категории является сложным. Переход на один шаг вверх по гомото-
пической лестнице приводит не к категориям общего вида, а к группоидам, то
есть категориям, в которых все морфизмы являются изоморфизмами. Кате-
гории общего вида необходимо реконструировать в UF внутренним образом.
Среди таких внутренних категорий затем выделяется специальный класс уни-
валентных категорий, для которых выполняется CEP. Этот класс включает
в себя все категории структур построенных в стиле Бурбаки (но не ограни-
чивается категориями таких структур) [109, p.147-149]. Так что UF является
не только воплощенной мечтой математических структуралистов, но и плат-
формой для развития математики другого рода. Нельзя заранее исключить
и возможность того, что интересная содержательная математика может быть
развита и за пределами принципа унивалентности — даже если на сегодняш-
ний день такая возможность представляется чисто спекулятивной.

Укажем наконец на два важных новых направления исследований,
связанных с UA. Первое направление это кубическая теория типов (CTT).
Эта теория основана на альтернативной модели MLTT/HoTT в категории ку-
бических множеств, которая как и симплициальная модель Воеводского об-
ладает свойством унивалентности [277]. Кубическая модель мотивирует CTT
как расширение MLTT, в котором свойство унивалентности может быть дока-
зано, и нет необходимости постулировать его в виде отдельной аксиомы [287].
Напомним, что UA в стандартной версии UF — это единственная аксиома,
тогда как MLTT представляет собой исчисление генценовского типа основан-
ное на правилах. Поэтому стандартные UF имеют смешанную гильбертово-
генценскую форму, что делает эту теорию не полностью вычислимой (не пол-
ностью конструктивной), поскольку обратное отображение вида
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(A = B)← (A ' B)

в этом случае просто предполагается (UA гарантирует его существование),
но не строится эффективно. CTT как и MLTT полностью основано на пра-
вилах, что решает указанную вычислительную проблему. Кроме того CTT
допускает объяснения значений для высших индуктивных типов (HITs) вро-
де рассмотренного выше типа петель b =S1 b, которые более детальны и более
строги, чем объяснения значений для HIT доступные в стандартной версии
HoTT [288]. Эти характеристики CTT говорят о том, что эта теория может
быть лучшей синтаксической основой для UF/HoTT, чем MLTT. Однако по-
скольку CTT на момент подготовки данной работы пока еще находится на
стадии разработки, мы не использовали эту теорию в данной работе более
систематически.

Второе направление исследований направленная теория типов (DTT)
[289]. Идея здесь состоит в том, чтобы построить теорию типов с (направ-
ленной) гомотопической интерпретацией, в которой категории общего вида
играли бы такую же роль, как группоиды в стандартной HoTT; о геометри-
ческих основаниях такого подхода см. [290], [291]. С вычислительной точки
зрения DTT представляет большой интерес, поскольку эта теория позволяет
выйти за рамки функциональной парадигмы программирования (к которой
относятся языки программирования имплементирующие MLTT/HoTT ) и,
в частности, моделировать конкурентные вычислительные процессы. С точ-
ки зрения оснований математики DTT представляет интерес, поскольку эта
теория позволяет более просто, чем стандартные UF, представлять категории
общего вида. Наконец, этот подход представляется интересным и важным с
философской точки зрения, поскольку он в явном виде выходит за преде-
лы структуралистской точки зрения в математике, позволяя рассматривать
обратимые и необратимые отображения на равных эпистемологических ос-
нованиях [14].
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4 Заключение и планы дальнейших исследований

4.1 Краткое изложение содержания

В главе 1 было показано, что распространенное мнение, согласно ко-
торому предложенная Гильбертом в “Основаниях геометрии” 1899-го года
версия аксиоматического метода является современной улучшенной верси-
ей аксиоматического метода Евклида, нуждается в серьезных уточнениях и
оговорках. Мы также показали, что по крайней мере на позднем этапе сво-
ей карьеры Гильберт сам хорошо понимал различия между своим методом
и методом Евклида, и не рассматривал метод Евклида только в качестве
несовершенного прототипа своего метода (1.3.2). Различия между аксиома-
тическими подходами Евклида и Гильберта, которые ранее уже обсуждались
в специальной литературе, могли бы иметь чисто историческое значение. Од-
нако, как мы показали в последующих разделах нашей работы, специальный
характер и ограничения аксиоматического метода Гильберта также имеют
важные следствия и для современной математики. Некоторые существенные
черты традиционных математических рассуждений в стиле Евклида, вклю-
чая их конструктивный “генетический” характер, сохраняются в современной
математике и, с нашей точки зрения, не должны рассматриваться просто в
качестве анахронизма (2.2.4). Проведенный нами анализ попыток использо-
вания аксиоматического метода в стиле Гильберта в широкой математической
и научной практике (глава 2), а также наш анализ успешных аксиоматиче-
ских подходов, которые отклоняются от линии Гильберта (глава 3), приводят
нас к выводу о том, что само понятие аксиоматической теории сегодня сно-
ва нуждается в глубокой ревизии. Вариант такой ревизии предложен в этой
главе ниже (разделы 4.2 и 4.3).

Здесь нужно сделать важную оговорку. Как мы уже подчеркивали,
Гильберт разработал свой аксиоматический метод как инструмент для реали-
зации проекта построения оснований математики, в котором важную роль иг-
рали мета-математические задачи такие как (мета-математическое) дока-
зательство непротиворечивости и эпистемической полноты теорий. Такое вни-
мание к мета-математическим свойствам математических теорий представ-
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ляет собой особую черту подхода Гильберта к FOM, которая отличает этот
подход от более традиционных FOM включая Евклида 31. Мэйнстрим иссле-
дований в области оснований математики в 20-м веке, который следовал на-
правлению заданному Гильбертом, принес ряд важных мета-математических
результатов включая теоремы Гёделя о неполноте и доказательство независи-
мости континуум-гипотезы. В настоящей работы мы не рассматривали такие
результаты и их следствия, а вместо этого сосредоточили наше внимание на
более традиционных функциях FOM: которые (с щепоткой соли) можно на-
зывать “практическими”: представление математического и научного содер-
жание, обеспечение различных областей математики и науки общим языком,
определение основных направлений и принципов математического образова-
ния. Наша критика аксиоматического метода Гильберта в первую очередь ка-
сается именно возможностей использования этого метода для представления
и обоснования математических теорий, и не имеет прямого отношения к ис-
пользованию этого метода в качестве инструмента мета-математических ис-
следований. Поскольку релевантность мета-математических результатов ши-
рокой математической практике критически зависит от адекватности пред-
ставления математических теорий в мета-математических исследованиях, на-
ша критика стандартного аксиоматического метода может иметь следствия
и в этой последней области. Однако в настоящей работе мы оставили этот
вопрос в стороне.

В разделе 2.2 мы представили обзор наиболее значительной попытки
использования аксиоматического подхода в стиле Гильберта в математиче-

31Мы называем теорию эпистемически полной если она допускает решение любой корректно поставлен-

ной проблемы в рамках самой этой теории. Для понимания исторических корней современный стандарт-

ных FOM важно иметь в виду, что Гильберт на протяжении всей своей карьеры придерживался точки

зрения, согласно которой правильно построенные математические теории должны быть эпистемически

полными. Гильберт многократно высказывал эту точку зрения публично, в частности в своей речи 1900-

го года на Конгрессе Математиков в Сорбонне и в своем последнем значительном публичном выступлении

1930-го года в Кёнингсберге, которое Гильберт завершил ставшими впоследствии знаменитыми словами

“Мы должны знать. Мы будем знать.” Это убеждение Гильберта было сформировано в контексте продол-

жительного публичного “спора об ignoramibus” (Ignoramibusstreit), который был 1872-м году инициирован

Эмилем Дюбуа-Реймондом. Дюбуа-Реймонд придерживался противоположной точки зрения, согласно ко-

торой некоторые научные вопросы и проблемы могут быть неразрешимыми в принципе. О влиянии этой

дискуссии на эпистемологические взгляды Гильберта см. [292].
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ской практике, а именно продолжающийся проект связанный с именем (точ-
нее, псевдонимом) Николя Бурбаки, цель которого состоит в том, чтобы пред-
ставить в аксиоматической форме основные имеющиеся на сегодняшний день
математические знания. Важно понимать, что способ построения математи-
ческих теорий, который используют Бурбаки, отличается от предложенного
Гильбертом. Это различие не сводится к практическому компромиссу меж-
ду требованиями формальной строгости и желанием математиков и препо-
давателей математики избежать излишней формальной рутины. В отличие
о аксиоматического метода в его первоначальном варианте предложенного
Гибертом метод Бурбаки является семантическим. Это значит, что все ак-
сиоматические теории Бурбаки сопряжены с используемыми по умолчанию
теоретико-множественными моделями, которые, вообще говоря, могут быть
не изоморфными. Без дальнейших объяснений Бурбаки рассматривают все
такие модели на общих основаниях в качестве равноправных объектов дан-
ной математической теории. Каждая особенная алгебраическая группа скон-
струированная по рецепту Бурбаки как множество с теоретико-групповой
структурой является моделью теоретико-групповых аксиом. Однако теория
групп у Бурбаки устанавливает не только общие свойства всех групп, ко-
торые следуют из теоретико-групповых аксиом без привлечения теоретико-
множественных аксиом, но и свойства специфических групп и отношения
между разными группами (сейчас неважно, отождествляются ли эти груп-
пы с точностью до изоморфизма или с точностью до строгого теоретико-
множественного равенства). Если описывать эти модели с помощью теории
моделей в стиле Тарского, как это делают Суппес и его последователи, то
предложенная Бурбаки семантическая рамка выглядит как расширенный и
усовершенствованный вариант гильбертовской аксиоматической архитекту-
ры.

Предложенная Бурбаки семантическая версия аксиоматического ме-
тода также позволяет игнорировать детали логического синтаксиса, которые
работающие математики обычно считают не имеющими отношения к пред-
мету их исследований, и таким образом более эффективно использовать этот
метод для представления математических теорий. Недостатком такого под-
хода является то обстоятельство, что математические доказательства пред-
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ставленные в стиле Бурбаки не допускают формальную проверку (помимо
тривиальных случаев). Для каждого корректного доказательства представ-
ленного таким образом можно всегда привести аргументы, которые показы-
вают, что доказанное утверждение в принципе можно логически вывести из
аксиом теории множеств. Однако на практике построить такой вывод син-
таксически и проверить его корректность, как правило, невозможно.

Мнения математиков по поводу деятельности Бурбаки сильно разнят-
ся, некоторые из этих мнений мы цитировали выше. За пределами узкой
группы энтузиастов, которые продолжают развивать проект Бурбаки сего-
дня, очень немногие математики используют написанные Бурбаки тома в
своих исследованиях или преподавании. Тем не менее, представляется очевид-
ным, что “Элементы” Бурбаки “делают явными существенные общие черты,
составные части и действия” (говоря словами Лавера и Розенбруга) опреде-
ленного паттерна и стиля математического мышления, который сыграл очень
значительную роль в математике 20-го столетия, обусловив многие ее успехи
и задав новые направления развития.

В разделе 2.3 мы сделали обзор некоторых прошлых попыток исполь-
зовать аксиоматическую архитектуру в стиле Гильберта для построения фи-
зических и биологических теорий. В этом же разделе мы обсудили некоторые
применения современного аксиоматического метода в компьютерной науке и
в инженерии. Напомним, что идея использования аксиоматического подхода
в науке за пределами чистой математики принадлежит Гильберту. В нача-
ле 20-го века многие ученые отнеслись к этой идее с энтузиазмом и попыта-
лись использовать предложенный Гильбертом новый аксиоматический способ
построения теорий в своей научной практике. Хотя такие попытки продол-
жаются вплоть до сегодняшнего дня, они не привели к тому, что практика
использования аксиоматического метода в науке стала обычной и распростра-
ненной.

В главе 3 мы описали два более новых аксиоматических подхода, кото-
рые мы назвали “новыми”: теоретико-категорный подход предложенный Ла-
вером в 1960-х годах (раздел 3.1) и подход использованный в середине 2000-
х годов Владимиром Воеводским для построения унивалентных оснований
математики (который существенно опирается на результаты Пера Мартина-
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Лёфа полученные в 1970-1980-е годы)(раздел 3.2). Оба эти подхода отклоня-
ются от гильбертовской концепции аксиоматического метода и используют
альтернативные аксиоматические архитектуры. Предложение Лавера сделан-
ное в рамках его диссертации 1963-го года не включало в себя попытку поста-
вить под вопрос гельбертовское понятие аксиоматического метода в его пер-
воначальной форме, но содержало альтернативу семантической версии этого
метода в стиле Бурбаки. Отклонением от аксиоматического подхода Гильбер-
та мы считаем здесь в первую очередь понятие о внутренней логике (данной
категории), которая впервые появляется (пока без этого имени) в фундамен-
тальной работе Лавера 1970-го года [6] в которой автор формулирует аксио-
мы теории топосов (ставшие впоследствии стандартными) и утверждает, что
“логика является частным случаем геометрии” (стр. 329). Этот взгляд на вза-
имоотношения логики и геометрии резко контрастируют с тем взглядом на
этот вопрос, который использовал Гильберт в “Основаниях геометрии” 1899-
го года [1] и в своих последующих работах.Тогда как Гильберт (и вслед за
ним Тарский в [122]) считают логику внешней рамкой для построения разно-
образных математических и не-математических теорий с помощью подходя-
щего выбора аксиом и их интерпретаций, понятие о внутренней логике делает
логику зависимым элементом более широкой теоретической конструкции, ко-
торая определяет специальные свойства этой логики “сверху”. На наш взгляд,
этот инсайт представляет собой значительный отход от гильбертовского по-
нимания логики и аксиоматического метода.

В другой и более явной форме та же самая идея реализуется в уни-
валентных основаниях. В отличие от теоретико-категорных оснований уни-
валентные основания (UF) в явном виде использует формальную архитек-
туру негильбертовского типа. Математическим ядром UF является гомото-
пическая теория типов — интерпретация интуиционистской теории типов
Мартина-Лёфа (MLTT) [227] с помощью теории гомотопий [7]. MLTT по-
строена в стиле Генцена, а не Гильберта; другими словами, она основана на
правилах, а не на аксиомах (см. 3.2.1). Мы тем не менее называем эту теорию
аксиоматической в более широком смысле, чем это обычно делается, имея при
этом в виду, что “аксиомы” Евклида в своей исходной форме также являются
правилами, а не аксиомами в смысле Гильберта или Фреге; делая этот тер-
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минологический выбор, мы также принимаем в расчет замечания Гильберта
о широком и узком значении слова “аксиоматический” (см. 1.3.2)

Стандартный вариант UF представленный в [7] помимо правил MLTT
использует также аксиому унивалентности (UA); помимо прочего UA вле-
чет за собой принцип логической эквивалентности изоморфных структур,
который обычно неформально используется в теоретико-множественной ма-
тематике в стиле Бурбаки, хотя и не может быть в этом контексте строго
доказан. Таким образом в этом стандартном варианте UF представляет собой
формальную систему смешанного генценовско-гильбертовского типа. Однако
недавние исследования указывают на возможность использовать в UF куби-
ческую теорию типов (CTT) вместо MLTT, что дает возможность формально
представить UF в чисто генценовском виде (с помощью правил без аксиом)
и доказать UA как теорему.

Различие между двумя формальными “стилями” не является чисто
техническим: эти два подхода используют различную логическую семанти-
ку, и каждая из этих семантик отражает различные философские концепции
логики. Когда Мартин-Лёф в 1970-х годах разрабатывал MLTT, у него бы-
ли две связанные друг с другом мотивации этого проекта. В теоретическом
плане Мартин-Лёф был мотивирован идеями широко понятого математиче-
ского интуиционизма и конструктивизма, в рамках которого логика понима-
ется прежде всего как познавательный (а не онтологический или метафизиче-
ский) инструмент, и придается большое значение обосновательной функции
логики. В практическом плане Мартин-Лёф был мотивирован исследования-
ми в области компьютерной науки, имея в виду возможности вычислительной
имплементации своей формальной системы. С тех пор в обоих этих направ-
лениях имел место существенный прогресс. Фрагменты MLTT были успешно
имплементированы в ряде программ-пруверов и языках программирования.
Эпистемическая концепция логики, которая вплоть до конца 1990-х годов вы-
глядела маргинальной на фоне онтологически фундированной и технически
оснащенной семантической концепции логики в духе Тарского, была реани-
мирована и развита в техническом плане в работах Дага Правица, Петера
Шрёдера-Шустера и других исследователей, которые назвали область своих
исследований теоретико-доказательной семантикой (см. 3.2.2).
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Неожиданное открытие гомотопической интерпретации MLTT в сере-
дине 2000-х, дало жизнь HoTT/UF и вызвало новую волну интереса к MLTT
и теоретико-доказательной семантике. Как было показано выше, чтобы сов-
местить задуманную Мартином-Лёфом теоретико-доказательную семантику
для MLTT с новой гомотопической семантикой, эту задуманную семанти-
ку приходится модифицировать. В стандартной версии MLTT 1984-го года
Martin-Lof:1984 все типы допускают альтернативные неформальные интер-
претации, включая интерпретации в виде высказываний (пропозиций) и мно-
жеств. Понятия о гомотопическом уровне данного типа и кумулятивной го-
мотопической иерархии типов, которые формулируются на языке гомотопи-
ческой интерпретации (но допускают и чисто синтаксические описания) поз-
воляет отождествить (-1)-типы с высказываниями и 0-типы с множествами.
Наряду с этими привычными типами гомотопическая иерархия содержит ти-
пы более высоких уровней, включая групоиды, 2-групоиды и так далее вверх
по гомотопической лестнице. Таким образом, гомотопическая интерпретация
позволила описать в MLTT структуру, которая ранее оставалась вне поля
зрения исследователей, а также придать этой структуре интуитивную про-
странственную (а именно гомотопическую) семантику.

Построенная таким способом семантика MLTT (основные черты ко-
торой сохраняются и в задуманной семантике для CTT) не является чисто
логической, но содержит вне-логический фрагмент. Чтобы обосновать это
утверждение достаточно вслед за Гильбертом допустить, что геометрические
понятия (в широком смысле понятия “геометрического”, который включает
теорию гомотопий) не являются логическими. Однако это утверждение до-
пускает и более точное обоснование, которое использует внутренний критерий
логичности связанный с гомотопической семантикой: мы интерпретируем как
логические только те формальные выводы в HoTT, которые ограничиваются
суждениями видов p P и P ≡ Q где P,Q это (-1)-типы, то есть высказывания.
Этот критерий логичности отвечает понятию суждения у Фреге как утвер-
жденному высказыванию и его идее о том, что в логике понятие истины явля-
ется центральным. Согласно этому критерию, говоря словами Воеводского,
“логика живет на гомотопическом уровне (-1)”. Формальные выводы, которые
включают высшие типы (то есть, типы высших гомотопических уровней) мы
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интерпретируем как геометрические построения. В этой рамке взгляд Лаве-
ра на логику как на “специальный случай геометрии” получает более точное
формальное обоснование, чем то, которое давал ему сам Лавер в контексте
теории топосов. В самом деле, операции с пропозициональными и с высшими
типами в HoTT не изолированы друг от друга, а подчиняются одним и тем же
формальным правилам. Каноническая процедура пропозиционального обре-
зания ассоциирует с каждым высшим типом A пропозициональный тип (вы-
сказывание) ‖A‖. В духе исходной теоретико-доказательной семантики для
MLTT термы (точки) типа A интерпретируются как отдельные доказатель-
ства или факторы истинности высказывания ‖A‖.

Тот способ, которым логика и геометрия взаимодействуют друг с дру-
гом в HoTT/UF кажется очень необычным, если судить о нем со стандартной
точки зрения представленной в “Основаниях геометрии” Гильберта 1899-го
года или учебника Тарского “Введение в логика и методологию дедуктивных
наук” [123]. В то же время, он вполне отвечает более традиционной евкли-
довой схеме математических рассуждений, где теоремы доказываются с по-
мощью геометрических построений. На наш взгляд, это не просто забавный
исторический казус, а серьезный повод переосмыслить понятие аксиомати-
ческого метода, а также место и роль логики в математике и естественных
науках.

4.2 Конструктивный аксиоматический метод32

В этом разделе дается краткое неформальное описание аксиоматиче-
ского метода, который мы считаем расширением и усовершенствованием при-
нятой концепции аксиоматического метода, которая восходит к Гильберту.

4.2.1 Мотивации

Предлагаемая концепция мотивирована представленным в этой рабо-
те анализом практик аксиоматического мышления в математике прошлого и
настоящего. Эти мотивации можно разбить на две группы. К первой груп-
пе мотиваций относятся свидетельства того, что использование стандартного

32См. [32] и [25].
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аксиоматического метода в математической и научной практике 20-го века
было куда менее успешным, чем рассчитывали Гильберт и его прямые после-
дователи. Те же самые свидетельства говорят нам о том, что в тех случаях,
когда аксиоматический подход в математике 20-го века был более успешным,
он отклонялся от заданного Гильбертом стандарта. Вот наш короткий список
таких свидетельств:

• Противоречивые (неочевидные) результаты многолетних попыток Бур-
баки ввести семантический вариант аксиоматического метода в широ-
кую математическую практику. Общепризнанный провал этого подхода
в математическом образовании (2.2.3)

• Значительные отклонения аксиоматического подхода Бурбаки от подхо-
да Гильберта (2.2.1). Хотя мы рассматриваем аксиоматический метод
Бурбаки как вариант гильбертовского метода, мы замечаем, что метод
Бурбаки может успешно применяться на практике только благодаря тем
усовершенствованиям, которые отличают этот метод от метода Гильбер-
та.

• Аналогичное замечание касается примеров успешного использования ак-
сиоматического метода в математике 20-го века в рамках теоретико-
категорного подхода: аксиоматической теории гомологической алгебры
Эйленберга и Стинрода [159], аксиоматической теории гомотопий Квил-
лена [161] и аксиоматической теории топосов Лавера [6] . Хотя эти ак-
сиоматические теории сформулированы слишком неформально, чтобы
можно было определенно сказать, построены ли они в аксиоматическом
стиле Гильберта или нет, мы показали, что по крайней мере аксиомати-
ческий стиль Лавера в некоторых существенных аспектах значительно
отличается от стиля Гильберта (3.1).

• Отсутствие значительного успеха продолжающихся попыток использо-
вания аксиоматического подхода в стиле Гильберта для построения фи-
зических, биологических и других научных теорий. В этом случае важ-
но различать научные теории и их логические реконструкции сделанные
для специальных философских целей (2.3). В качестве примера успеш-
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ного использования аксиоматического подхода в науке прошлого можно
указать на применение Исааком Ньютоном аксиоматического подхода в
стиле Евклида в “Математических началах натуральной философии”.

Мотивации второй группы дают нам более точные указания на то,
каким образом стандартный аксиоматический метод должен быть усовер-
шенствован, чтобы стать более адекватным современным математическим и
научным практикам. Мы выделяем две основные мотивации такого рода:

• Замечания Гильберта и Бернайса 1934-го года, в которых авторы указы-
вают на ограничения их стандартного “экзистенциального” аксиоматиче-
ского метода и обсуждают возможность более общего аксиоматического
подхода, сочетающего этот стандартный метод с более традиционным
“генетическим” методом в стиле Евклида (1.3.2). Гильберт и Бернайс
называют такой гипотетический общий метод конструктивным. Мы за-
имствуем у Гильберта и Бернайса это название вместе с идеей.

• Аргументы Кассирера, в которых подчеркивается эпистемическая роль
объектности в основаниях математики [70], см. 1.2.2.

• Формальное исчисление задач предложенное в 1932-м году Андреем Ни-
колаевичем Колмогоровым, которое имеет вне-логическую семантику
(при обычном понимании границ логики, согласно которому во всяком
суждении можно выделить высказывание и его истинностное значение)
[185] (см. 3.1.3 и 3.2.2). Широко используемое в философской логи-
ческой литературе понятие семантики Брауэра-Гейтинга-Колмогорова
(BHK-semantics) не учитывает вне-логический характер предложенной
Колмогоровым семантики.

• Идеи Владимира Александровича Смирнова о возможности использова-
ния “генетического метода” для построения научных теорий, которые он
развивал с начала 1960-х годов [5] (см. 1.3).

• Унивалентные основания математики, которые используют нестандарт-
ную формальную архитектуру генценовского типа, позволяющую эф-
фективно сочетать логические выводы с геометрическими (а именно, го-
мотопическими) конструкциями (см. 3.2.5).
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4.2.2 Аксиоматические теории

Здесь мы описываем общее понятие аксиоматическое теории, соответ-
ствующее нашему конструктивному пониманию аксиоматического метода.
Мы нарочно оставляем это общее описание неформальным, допуская, что
оно может быть формализовано и имплементировано различными способа-
ми. Мы также показываем в этом разделе как это общее понятие аксиома-
тической теории применяется к примерам теорий, которые мы обсуждали в
других частях этой работы.

Мы называем теорией фрагмент теоретического знания представлен-
ного в виде системы теоретических объектов и правил (человеческих) мани-
пуляций с этими объектами. Аксиоматической теорией мы называем теорию,
которая задается с с помощью небольшого числа элементарных объектов и
фиксированных элементарных правил позволяющих порождать новые объ-
екты из данных объектов и строить новые правила из данных правил. Мы
будем называть эту порождающую процедуру выводом, не предполагая, что
она имеет чисто синтаксический характер, но и не приписывая ей в этом об-
щем описании какой-то определенной, в частности, логической семантики.
В специальных семантических контекстах такие выводы могут называться
дедукциями, продукциями (1.1.4), построениями и другими именами. Мы
используем здесь термин “объект” в самом нейтральном и общем смысле,
который относится не только к таким вещам как точки, пространства, физи-
ческие частицы и живые организмы, но и такие вещи как символы, формулы,
высказывания и суждения33. Мы предполагаем, что объекты данной теории
являются стабильными (в том смысле, что они не из изменяются и не исчеза-
ют, когда с их помощью порождаются новые объекты), а правила являются
схематическими (в том смысле, что они могут применяться многократно к
различным наборам объектов) 34 . Ссылка на знания является в этом описа-

33Ср. цитату из [230, p.19] приведенную в 3.2.4 E выше.
34Мы принимаем здесь эти предпосылки только для того, чтобы не расширять наше понятие аксиомати-

ческой теории без надобности и не используем их в дальнейших аргументах. Ослабление этих предпосылок

может представлять теоретический интерес. Так, например, в системах основанных на линейной логике

Жирара не выполняется в общем случае свойство, которое мы назвали стабильностью объектов теории

[293], а обучающиеся формальные системы могут требовать использования правил, которые имеют бо-
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нии существенной, поскольку многие искусственные системы такие как, на-
пример, игра в шахматы, имеют такую же базовую формальную структуру,
как и аксиоматические теории. Ссылка на человеческие манипуляции так-
же существенна, и ее нужно понимать достаточно широко, чтобы включить
как манипуляции с символами и понятиями, так и манипуляции с физиче-
скими объектами (например, в физических экспериментах). Эпистемическую
функцию таких манипуляций мы обсудим ниже в 4.2.3 и 4.3.

Покажем теперь, что геометрическая теория Евклида в его “Началах”
(реконструированная выше в 1.1), аксиоматическая теория евклидовой гео-
метрии построенная Гильбертом (в двух вариантах 1899-го и 1934-го годов),
а также MLTT, HoTT/UF и CTT являются аксиоматическими теориями в
только что уточненном общем смысле. Это понятие аксиоматической теории
может на первый взгляд показаться слишком общим, чтобы быть содержа-
тельным и полезным. Однако, как мы сейчас увидим, такой общий взгляд на
только что перечисленные теории позволяет увидеть эти теории и их акси-
оматические архитектуры с довольно неожиданной стороны. В приведенной
ниже таблице указаны элементарные объекты и правила для каждой из этих
теорий.

теория элементарные объекты элементарные правила

Евклид точки и равенства Постулаты и Общие Понятия

Гильберт 1899 аксиомы геометрии логические правила

Гильберт 1934 аксиомы логики и геометрии modus ponens и подстановка

MLTT атомарные и базовые типы правила MLTT

HoTT/UF точка и нат. числа, UA правила MLTT

CTT/UF точка и нат. числа правила CTT

Прокомментируем эту таблицу построчно. Точки у Евклида — это эле-
ментарные объекты геометрического типа. Мы не включаем прямые и окруж-
ности в число элементарных объектов данной теории, поскольку в “Началах”
эти объекты строятся с помощью заданных точек и Постулатов 1-3. Обраща-
ем внимание, что для того, чтобы построить прямую с помощью Постулата
лее динамический характер, чем обычные фиксированные схематические правила. Мы не рассматриваем

такие случаи в рамках данной работы.
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1 необходимо использовать две различные точки. Равенства (например, ра-
венства радиусов в круге) это элементарные объекты пропозиционального
типа, которые регулируются Общими Понятиями, которые также называют
Аксиомами (напомним, что Аксиомы у Евклида представляют собой прави-
ла). Строгая формальная реконструкция геометрии Евклида в духе его “На-
чал” требует рассмотрения дополнительных элементарных объектов и пра-
вил, которые у Евклида недостаточно полно специфицированы в явном виде,
включая конгруэнтности и правила построения точек пересечения прямых
и окружностей. Поэтому данная в таблице спецификация не может претен-
довать на полноту. Вопрос о том, каким образом эти два набора объектов и
правил разных типов (геометрических и пропозициональных) формируют в
этом случае единую теорию, мы подробно обсудили выше в 1.1.4.

Гильбертова аксиоматическая теория евклидовой геометрии представ-
лена в таблице в двух вариантах: в полу-формальном варианте “Оснований
геометрии” 1899-го года [1], [2], и в варианте более полно формализованной
теории, набросок которой Гильберт и Бернайс дают в работе 1934-го года
[80], [81]. В обоих этих случаях евклидова геометрия представлена как систе-
ма предложений (которые выражают некоторые высказывания), некоторые
из которых зафиксированы в качестве аксиом, а другие дедуцируются из
этих аксиом в согласии с логическими правилами вывода и называются тео-
ремами. В версии 1899-го года эти логические правила не специфицированы
в явном виде. В версии 1934-го года эта теория использует символический
язык со строгим синтаксисом, который используется как для формулировки
геометрических аксиом, так и для спецификации логических правил. Другой
специфической чертой варианта 1934-го является присутствие логических ак-
сиом, то есть тавтологий, которые позволяют Гильберту свести количество
(логических) правил своей теории к минимуму. В данном случае представ-
ленный в таблице список правил является полным и определенным.

Аксиомы и теоремы в теории Гильберта является объектами —соот-
ветственно, элементарными и построенными —в указанном выше смысле. Эти
пропозициональные объекты нужно отличать от примитивных и определя-
емых объектов в смысле Гильберта, которыми при задуманной интерпре-
тации являются точки, прямые, плоскости и определяемые с их помощью
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более сложные геометрические объекты. Каким образом эти знакомые объ-
екты включаются в гильбертовскую геометрическую теорию? Чтобы отве-
тить на этот вопрос более определенно, удобнее использовать формализо-
ванную версию гильбертовской теории 1934-го года. В этом варианте теории
ясно показано как из символов заданного алфавита строятся формулы, ко-
торые выражают аксиомы и теоремы геометрической теории Гильберта. Эти
построения регулируются специальными синтаксическими правилами (кото-
рые мы не включили в таблицу). Это часть логического аппарата, который
не является специфическим для данной теории. Определенные элементы та-
ких символических конструкций используются для того, чтобы указывать на
точки (в данном варианте теории точки это единственный тип примитивных
объектов). Таким образом, способ включения в теорию точек и других гео-
метрических объектов —это референция, которая осуществляется с помощью
специальных синтаксических средств.

Как мы подробно обсуждали выше в 1.2.1, в гильбертовской аксиома-
тической геометрии под “точками” могут пониматься самые разные вещи, а
не только обычные геометрические точки из школьного учебника геометрии.
Сейчас нам важно подчеркнуть, что при любой интерпретации данная акси-
оматическая теория позволяет манипулировать только предложениями (“о”
точках и других геометрических объектах), но не позволяет манипулировать
с точками и другими геометрическими объектами напрямую. В этом состоит
ключевое отличие геометрии Евклида и теории евклидовой геометрии, пред-
ложенной Гильбертом. Именно по этой причине Гильберт и Бернайс назы-
вают свой аксиоматический метод “экзистенциальным”: чтобы указывать на
точки и более сложные геометрические конструкции нужно предположить,
что они в каком-то идеальном смысле уже существуют в готовом виде. На-
помним, что с точки зрения Гильберта формальная непротиворечивость тео-
рии является достаточным условием для того, чтобы (непропозициональным)
объектам этой теории можно было приписать такое идеальное существование.

MLTT представляет собой конструктивную дедуктивную систему, ко-
торая задается своими правилами, а не генераторами, которые мы в данном
контексте называем элементарными объектами. MLTT позволяет деклариро-
вать любое число атомарных типов Ai, которые называются атомарными в
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том смысле, что они никак не специфицируются, но при этом могут быть
использованы для конструирования (вывода) других типов, которые мы дан-
ном контексте называем сложными объектами. Такие декларации имеют вид
A : TY PE, где TY PE это “большой” тип всех типов (который мы здесь для
простоты изложения предполагаем единственным 35 ) и представляют собой
суждения (см. 3.2.3). Если дан атомарный тип A, можно также деклари-
ровать любое число его термов с помощью суждений вида a : A. Опреде-
лительные тождества (равенства) двух уровней видов A ≡ B and a ≡A b

можно также использовать в MLTT в качестве элементарных объектов для
дальнейших выводов.

Базовые типы похожи на атомарные типы тем, что они декларируются
без помощи ранее декларированных типов, но в отличие от атомарных типов
они снабжаются дополнительной информацией, которая позволяет считать
такие типы и их термы конкретными теоретическими объектами. Эта ин-
формация представляется в виде специфических правил, которые регулиру-
ют выводы с участием такого родо типов. Обычные примеры базовых типов
включают в себя пустой тип ∅, единичный тип 1 и тип натуральных чисел N.
Однако этот список не является жестким и может быть расширен без изме-
нений основной структуры MLTT.

HoTT сохраняет все указанные выше свойства MLTT и позволяет ду-
мать о типах и их термах как о (гомотопических) пространствах и их точках.
HoTT включает в себя дополнительную структуру, а именно кумулятивную
гомотопическую иерархию типов. Чтобы подчеркнуть исключительную роль
этой структуры в HoTT, мы выделили среди других базовых типов единич-
ный тип P, который в HoTT называется Точкой и тип натуральных чисел N;
P позволяет определить понятие гомотопического уровня данного типа ин-
дуктивно, отсюда присутствие N в той же клетке таблицы. По отношению
к обычным точкам (любых пространств) P можно описать как специальную
“порождающую” точку.

Когда HoTT используется как элемент унивалентных оснований (UF),
к правилам MLTT добавляется аксиома унивалентности (UA), которая пред-

35MLTT позволяет декларировать иерархию таких “больших” типов, которые в таких случаях называют

универсумами.
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ставляет собой высказывание, то есть (-1)-тип, истинность (доказательство)
которого просто полагается известной. В этом случае UA становится допол-
нительным элементарным объектом теории. С формальной точки зрения вве-
дение аксиомы в стиле Гильберта в основанную на правилах генценовскую
формальную архитектуру MLTT/HoTT выглядит странным; мотивации для
введения такой аксиомы мы подробно обсуждали в 3.2.5. В кубической тео-
рии типов (CTT), где UA доказывается в виде теоремы (и таким образом ока-
зывается построенным, а не элементарным объектом теории), генценовский
характер формальной архитектуры восстанавливается за счет модификации
правил MLTT и их значений. Как мы уже говорили основная мотивация для
таких изменений является вычислительной, а не эстетической: в варианте UF
основанном на CTT эквивалентности верифицирующие свойство унивалент-
ности эффективно конструируются (вычисляются), а не просто полагаются,
как это делается в стандартном варианте UF описанном в [7].

Вслед за Гильбертом и Бернайсом мы называем аксиоматическую тео-
рию constructive, когда правила этой теории применяются как к пропозици-
ональным объектам (высказываниям), так и к непропозициональным объ-
ектам таким как точки и прямые в геометрии Евклида или суждения вида
a : A в HoTT, где A это непропозициональный тип. Поскольку мы предпола-
гаем, что теории представляют знания, и дополнительно предполагаем, что
по крайней мере некоторый фрагмент представленного знания в каждом слу-
чае является пропозициональным, мы считаем, что всякая теория содержит
пропозициональные объекты. Таким образом, наше понятие конструктивной
аксиоматической теории расширяет и обобщает обычное понятие аксиома-
тической теории в стиле Гильберта. Поэтому стандартные аксиоматические
теории тоже подпадают под наше понятие конструктивной теории, хотя они
и не содержат собственно конструктивного фрагмента в релевантном смысле
этого слова. Это может привести к некоторой терминологической путанице,
но на самом деле подобная ситуация является обычной в математике и логи-
ке: в обычной жизни выражение “множество точек” указывает на по крайней
мере две точки, но в математике рассматриваются множества с одним элемен-
том или вовсе без элементов. Поэтому мы не будем более специально обсуж-
дать этот терминологический момент. Более существенно иметь в виду, что
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термин “конструктивный” в математике и логике является очень перегружен-
ным и может указывать на разные свойства. Тот аспект конструктивности,
который мы следуя указаниям Гильберта и Бернайса подробно исследуем в
настоящей работе, связан с другими более исследованными и привычными
аспектами конструктивности многими способами. Однако мы оставляем ана-
лиз этих связей за пределами настоящей работы.

4.2.3 Метод

Чтобы описать метод построения теорий, который адекватен очерчен-
ному выше понятию аксиоматической теории, мы укажем на соответствую-
щие расширения стандартного аксиоматического метода и обсудим их эпи-
стемические функции и преимущества [32]. Как мы уже указывали выше,
в аксиоматических теориях гильбертовского типа непропозициональные тео-
ретические объекты такие как как геометрические точки включаются в эти
теории с помощью пропозициональных объектов, а именно, как референты
определенных терминов в формулах, выражающих предложения “об” этих
непропозициональных объектах. Согласно интерпретации аксиоматического
метода Гильберта, которая принадлежит Якко Хинтикке 36

“Самое главное в аксиоматическом методе — это то, [. . . ] аксиома-
тизация теории позволяет выделить релевантные структуры в ка-
честве многочисленных моделей аксиом.” [76, p.72]

Откуда берутся эти релевантные структуры (и следовательно модели)?
На этот вопрос Хинтикка отвечает следующим образом:

“Класс структур, которые рассчитывают выделить с помощью ак-
сиом, может быть либо дан интуитивно, либо произвольно выбран,
либо получен опытным путем.” [76, p.83]

Как Хинтикка подчеркивает в этой же статье, под математической ин-
туицией он понимает не интеллектуальный аналог чувственного восприятия,

36Мы считаем взгляды Хинтикки на аксиоматический метод точно отражают взгляды Гильберта. Од-

нако это исторический момент не играет роли ни в аргументах Хинтикки, ни в наших последующих

аргументах.
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а “активное мысленное экспериментирование и воображаемые манипуляции
с разного рода структурами”. (ib., p. 78).

Мы согласны с Хинтиккой в том, что “активное мысленное эксперимен-
тирование” играет важнейшую роль в математике, так же как реальные экс-
перименты играют важнейшую роль в физике и других естественных науках.
Однако в отличие от Хинтикки мы не считаем, что мысленные эксперименты
с математическими структурами могут быть только неформальными, и что
они всегда проводятся вне аксиоматических теорий, мотивируя выбор аксиом.
Это утверждение верно только по отношению к аксиоматическим теориям в
стиле Гильберта. Аксиоматическая теория евклидовой геометрии гильбертов-
ского типа действительно не оставляет места для мысленных экспериментов,
о которых говорит Хинтикка (внутри самой этой теории). Однако геомет-
рическая теория Евклида представленная в его “Началах” устроена иначе.
“Евклидова геометрическая интуиция” — это не бесконтрольная игра вооб-
ражения связанная с нашим опытом физического пространства и времени,
а конструктивная деятельность контролируемая формальными правилами,
которые (по крайней мере частично) в явном виде сформулированы в “На-
чалах” в виде геометрических Постулатов. Такой контроль не нужно пони-
мать в чисто отрицательном смысле как формальное разграничение между
допустимой и недопустимой деятельностью воображения. Сложность и бо-
гатство геометрических построений циркулем и линейкой, которые остаются
прозрачными для человеческого интеллекта, намного превосходят сложность
пространственных построений, которые можно произвести в “голом” вообра-
жении, что бы это ни значило. По крайней мере, если ограничиться матема-
тически релевантными воображаемыми конструкциями и оставить в стороне
художественные практики, этот тезис представляется очевидным.

Таким образом, в “Началах” Евклида мысленное экспериментирование
с математическими объектами является не только предварительным шагом,
который помогает построить теорию, но также является частью этой теории.
Возможный аргумент может состоять в том, что данный пример нерелеван-
тен, поскольку после открытия неевклидовых геометрий и рождения совре-
менной абстрактной математики “евклидов рай” был безвозвратно потерян.
По-видимому, Гильберт именно так оценивал ситуацию в 1890-х годах, раз-
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рабатывая свой вариант аксиоматического метода. Ряд последователей Гиль-
берта позже высказывали такие оценки явно [294], [295]. Однако историческая
перспектива начала 21-го века заставляет внести существенные коррективы в
такое представление о математике и ее истории. Евклидов паттерн конструк-
тивных математических рассуждений широко используется в математике 20-
го века и в современной математике (см. 2.2.4). Даже если не вспоминать об
Евклиде, нетрудно заметить, что унивалентные основания математике также
поддерживают мысленные эксперименты с воображаемыми пространствен-
ными объектами, причем как и в “Началах” Евклида такие эксперименты
производятся здесь по точным формальным правилам. Утверждение о том,
что такая схема математического мышления является устаревшей, не имеет
под собой никаких оснований.

Хинтикка описывает аксиоматический метод как способ стабилизации
и контроля интуитивных конструкций полученных в результате мысленного
или реального физического экспериментирования. В этом мы полностью со-
гласны с Хинтиккой37. Однако в отличие от Хинтикки мы не считаем, что
принятый аксиоматический метод в стиле Гильберта успешно решает эту про-
блему. Если допустить, что теория — это система истинных предложений, то
принятый метод представляется адекватным, поскольку он позволяет орга-
низовать такую систему удобным образом, принимая некоторые из этих пред-
ложений в качестве аксиом и дедуцируя другие предложения из этих аксиом
с помощью сохраняющих истинность логических выводов. Однако если вслед
за Хинтиккой и последователями семантического подхода к теориям принять
тезис о том, что модели математических и научных теорий имеют важную
эпистемическую роль, то недостатки принятого аксиоматического метода ста-
новится очевидной. Мы не отрицаем того, что дедуктивно организованная
система предложений в некотором смысле стабилизирует и контролирует се-
мантические структуры, которые делают эти предложения истинными. Но
мы утверждаем, что такой пропозициональный контроль является недоста-
точным как в практическом, так и в теоретическом отношении.

В практическом плане, продолжающийся долгосрочный опыт постро-
37Случай физических экспериментов мы обсуждаем ниже 4.3.
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ения математических теорий по рецепту Бурбаки делает очевидным, что идея
организации математических теорий в форме аксиоматических теорий гиль-
бертовского типа имеет при этом подходе только самую общую нормативную
роль. Как мы уже отмечали, “настоящие” доказательства в стиле Бурбаки
не являются формальными логическими дедукциями в аксиоматической тео-
рии множеств, хотя они и могут быть в принципе представлены в таком виде
(см. 2.2.1). Формальная представимость полу-формальных доказательств в
стиле Бурбаки позволяет думать о них как и несовершенных реализациях
соответствующих “идеальных” формальных доказательств в стиле Гильбер-
та, которые получаются в результате полной формализации. Мы называем
такие формальные доказательства идеальными, имея в виду, что за исклю-
чением специально подобранных тривиальных случаев такая полная форма-
лизация является теоретической возможностью, которую можно обосновать
с помощью неформальных математических аргументов, но не практической
возможностью построения синтаксического объекта доступного для посим-
вольной проверки и интерпретации человеком 38. Напомним, что Гильберт
называл такие синтаксические объекты “реальными” математическими объ-
ектами и считал любые другие объекты математические объекты “идеальны-
ми” (1.2.3). Опыт использования аксиоматического метода в стиле Гильбер-
та в математике 20-го века фактически переворачивает взгляд Гильберта на
этот метод.

В такой ситуации единственная эпистемическая функция, которую вы-
полняют формальные доказательства — это обоснование предпосылки, со-
гласно которой теории и доказательства представленные в семантическом
стиле Бурбаки можно оценивать по тем же логическим критериям, что и их
формальные версии. Но поскольку эти формальные версии не реализуемы на
практике, доступные для использования критерии оказываются очень неспе-
цифическими. К данному полу-формальному доказательству можно приме-

38Вопрос о том, может ли изменить эту ситуацию использование компьютеров, остается открытым. Су-

ществующий опыт использования математических доказательств с использованием компьютеров говорит

скорее в пользу отрицательного ответа на этот вопрос, поскольку формальные теории гильбертовского

типа намного хуже поддаются компьютерной имплементации, чем теории генценовского типа такие как

HoTT/UF см. 3.2.5 A-B.
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нять все мета-теоремы, которые относятся к формальным доказательствам.
Однако формальная проверка данного полу-формального доказательства в
такой ситуации, очевидно, невозможна. Используя контрапозицию, можно
рассуждать так: если данное полу-формальное доказательство не формализу-
емо стандартным способом, то оно не может быть корректным. В этом случае
формализуемость доказательства используется как необходимое, но не доста-
точное условие его корректности. Однако на практике даже такой слабый
критерий корректности обычно используется очень гибко: например, если
интересное математическое доказательство оказывается неформализуемым в
ZFC, оно может быть признано корректным, если удастся показать, что оно
формализуемо в ZFC усиленной с помощью некоторого числа недостижимых
кардиналов. Повторяем, мы не отрицаем того факта, что такие соображения и
аргументы дают интересную и релевантную информацию о неформальных и
полу-формальных теориях и доказательствах, но хотим подчеркнуть, что эти
аргументы на позволяют ответить на многие более специфические вопросы,
включая вопрос о том, является ли данное математическое доказательство
корректным.

Таким образом, формальная аксиоматическая архитектура гильбер-
товского типа в определенном смысле фундирует, но не контролирует и не
стабилизирует математические рассуждения в стиле Бурбаки, основанные
на использовании моделей. Эти рассуждения контролируются и стабилизи-
руются с помощью паттернов, которые изучаются практически на примерах
и далее используются в математической практике, но которые формально не
описываются и не объясняются в учебниках. Как было показано выше, та-
кие практические паттерны теоретико-множественного мышления сохраняют
заметные следы традиционного паттерна геометрических рассуждений, кото-
рый восходит к Евклиду.

Постольку, поскольку теория категорий (CT) понимается в духе ран-
них предложений Лавера как аксиоматическая теория гильбертовского типа
(см.3.1.2), ситуация в теоретико-категорной математике оказывается похо-
жей. Тот факт, что CT может быть таким образом фундирована напрямую
в обход теории множеств, установленный Лавером в 1960-х 39 был важным

39Напомним, что Феферман высказал возражения против этого утверждения, аргументируя, что логи-
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достижением, которое позволило математикам с большей уверенностью поль-
зоваться CT в качестве базового языка в исследованиях и преподавании, не
заботясь при этом о стандартных теоретико-множественных основаниях. Од-
нако используемые на практике теоретико-категорные рассуждения как и
теоретико-множественные рассуждения в стиле Бурбаки не являются фор-
мальными, а основаны на моделях проводятся в конструктивном духе. Ма-
тематики строят и изучают различные теоретико-категорные конструкции.
Например, из данных категорий A,B можно “построить” функторную ка-
тегорию [A,B] и т.д. Такие практические паттерны теоретико-категорных
рассуждений, которые включают доказательства с помощью “погони по диа-
граммам” (diagram chasing), так же далеки от формальных аксиоматических
рассуждений в стиле Гильберта, как и паттерны теоретико-множественных
рассуждений в стиле Бурбаки. Важно подчеркнуть, что сказанное касается
не только эвристических методов, которые позволяют сформулировать полез-
ные гипотезы и догадки, но и методов доказательства, которые используются
в учебниках и исследовательских статьях. Поэтому идея о том, что аксиома-
тическое представление математических рассуждений в стиле Гильберта мо-
жет полностью отвечать за обоснование готовых результатов в то время как
область модельных (model-based) рассуждений ограничивается в математи-
ке “контекстом открытия” этих результатов, очевидным образом неадекват-
на существующей математической практике —независимо от того, иметь ли
при этом в виду теоретико-категорную или более старомодную теоретико-
множественную математику.

Тот факт, что на практике модельные математические рассуждения
проводятся без явно сформулированных формальных правил делает невоз-
можной формальную проверку корректности этих рассуждений и затрудня-
ет изучение современной математики. Тем не менее, некоторые математи-
ки могут приветствовать такой неформальный стиль рассуждений и дока-
зательств, видя в нем проявление свободы математического творчества. На
ческие основания CT требуют использования примитивного понятия класса, которое, с его точки зрения,

остается в теории Лавера неформализованным [296]. Это возражение не является чисто техническим, а

скорее является концептуальным и сводится к разным интерпретациям аксиоматического метода в стиле

Гильберта (см. 3.1.2).
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наш взгляд, тут мы здесь не сталкиваемся с трудным выбором между без-
опасностью и свободой. Аксиоматический подход Гильберта некоторые ис-
следователи справедливо описывают как “аксиоматическую свободу”, имея в
виду идею Гильберта о том, что аксиомы математической теории допусти-
мо свободно устанавливать постольку, поскольку они не ведут к логическому
противоречию [297]. При этом Гильберт не допускал подобного свободного об-
ращения с правилами логики, которые, напомним, с точки зрения Гильберта
были единственным типом формальных правил уместных в аксиоматических
теориях. Настаивая на уместности и даже необходимости введения формаль-
ных правил для модельных рассуждений в математике, мы не ограничиваем
аксиоматическую свободу в смысле Гильберта, но указываем на новое измере-
ние этой свободы, которая на этот раз касается не аксиом (в гильбертовском
смысле слова), а правил формального вывода. Уже имеющийся опыт работы
с формальными системами генценовского типа указывает на то, что “игра с
правилами” может быть не менее увлекательной и продуктивной чем гильбер-
това “игра с аксиомами”. Одно из направлений исследований в рамках такого
подхода состоит в исследовании возможностей строить математические тео-
рии на основе различных логических исчислений [207]. Однако предлагаемый
нами подход не ограничивается использованием правил, имеющих логиче-
скую семантику. Как показывают примеры HoTT/UF и CTT, релевантные
формальные системы генценовского типа могут также иметь вне-логическую
семантику. Как мы уже подчеркивали, именно случай систем генценовско-
го типа с вне-логической семантикой служит для нас основной мотивацией
предлагаемого нами понятия конструктивного аксиоматического метода.

В теоретическом плане мы считаем ошибочной популярную точку
зрения, согласно которой формальные вывод в аксиоматической теории гиль-
бертовского типа представляет лучшее возможное обоснование математиче-
ского результата (даже если такой формальный вывод недоступен в доступ-
ной человеческому восприятия материальной форме). Вслед за Правицем
мы считаем понятие доказательства по своей сути эпистемическим; на этом
основании мы считаем внутренне противоречивым понятие доказательства,
которое по какой-то причине эпистемически недоступно (см. 3.2.2). Когда
частичный эпистемический доступ к формальному доказательству обеспе-
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чивается дополнительными средствами, как это происходит в тех случаях,
когда утверждение о существовании формального доказательства обосновы-
вается обычными неформальными математическими аргументами, качество
этого доступа является фактором, определяющим о ограничивающим эписте-
мическую силу формального доказательства. Другими словами, формальное
доказательство и средства эпистемического доступа к этому доказательству
нужно рассматривать как элементы одного и того же математического до-
казательства. Когда эпистемический доступ к формальному доказательству
является слабым (как это действительно имеет место в сегодняшней мате-
матической практике), нет оснований для того, чтобы считать формальное
доказательство оптимальным, игнорируя при этом вопрос о том, каким обра-
зом это доказательство становится доступным или может стать доступным
эпистемическим агентам, то есть людям.

Независимо от сказанного выше мы отвергаем популярную эписте-
мологическую точку зрения, согласно которой любое теоретическое знание
является пропозициональным, то есть знанием-что, тогда как процедурные
знания, то есть знания-как, могут быть в лучшем случае вспомогательными и
поэтому не должны рассматриваться в качестве фрагментов готовых теорий.
Геометрические проблемы у Евклида имеют самостоятельную эпистемиче-
скую ценность, которая не сводится к возможному использованию решенных
проблем в доказательствах теорем. Действительно, решение проблемы, то
есть знание того, как осуществить требуемое геометрическое построение C,
может быть использовано в доказательстве теоремы, где C играет роль сви-
детельства (фактора истинности) утверждения этой теоремы. Но знание как
построить C может иметь и независимое прикладное значение, как, напри-
мер, знание о том, как разделить данный отрезок на две равные части цир-
кулем и линейкой. Как мы подчеркивали, в теории “Начал” Евклида решение
проблем опирается на ранее доказанные теоремы в той же мере, в которой
доказательства теорем опираются на ранее решенные проблемы (1.1.4). Наш
анализ показывает, что в современной математике дело обстоит подобным
образом. Знания о том, как строить модели и как проводить доказательства
имеют не меньшую эпистемическую ценность, чем доказанные теоретические
утверждения. Поэтому такие процедурные знания должны рассматривать-
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ся как полноценные (но не автономные) фрагменты готовых теорий, а не
как вспомогательные элементы, которые имеют значение только в контек-
сте открытия этих теорий. Процедурные знания в математике имеют клю-
чевое значение именно в контексте обоснования теорий, поскольку всякое
теоретическое обоснование имеет процедурный характер. Важное замечание,
которое отличает наш предлагаемый конструктивный подход от стандарт-
ного аксиоматического подхода в стиле Гильберта, состоит в том, что ма-
тематические конструктивные процедуры, вообще говоря, не сводятся к ло-
гическим процедурам (даже в тех случаях, когда такие процедуры имеют те
или иные логические функции в доказательствах теорем). В конструктивных
аксиоматических теориях процедурные знания представлены в виде систем
формальных правил, которые, как обычно, формулируются синтаксически,
снабжаются дефолтной процедурной семантикой (в HoTT эту роль играет
гомотопическая семантика) и уже затем интерпретируются на моделях. Как
мы уже объяснили, такая схема позволяет эффективно строить эти модели из
их простых элементов (по принятым формальным правилам). В следующем
разделе мы рассмотрим перспективы применения этого метода к научным
теориям за пределами чистой математики.

Итак, мы видим, что “пропозициональный контроль” построения мо-
делей математических теорий, который обеспечивает стандартный аксиома-
тический метод в стиле Гильберта является по меньшей мере недостаточным
и должен быть дополнен более прямым конструктивным контролем с помо-
щью формальных правил, которые применяются непосредственно к теоре-
тическим объектам, а не только к предложениям, которые что-то говорят об
этих объектах. Конструктивный аксиоматический метод обеспечивает имен-
но такую возможность. Если пытаться описать этот метод в нескольких сло-
вах в духе Хинтикки [76], то можно сказать следующее. Имея в виду неко-
торую неформально описанную теоретическую структуру, нужно выделять
не только ее существенные свойства в виде пропозициональных аксиом, но и
простые непропозициональные элементы этой структуры (например, точки),
с помощью которых данная структура может быть реконструирована генети-
чески, то есть построена по подходящим конструктивным правилам (которые
тоже необходимо задать). Вопрос о том, каким именно образом пропозицио-
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нальный слой теории будет при этом связан с непропозициональными “объ-
ектными” слоями вряд ли при этом может иметь универсальное решение.
Пример HoTT/UF показывает, как такая связь может быть устроена техни-
чески, но поскольку мы сейчас говорим о конструктивном аксиоматическом
методе в широком смысле, мы не будем предполагать, что такой способ ор-
ганизации этой связи является единственно возможным.

4.3 Конструктивный подход к теориям40

Говоря выше о конструктивном аксиоматическом методе, мы ссыла-
лись только на математические теории. Такой фокус нашей работы на чистой
математике объясняется тем, что за ее пределами аксиоматический метод ис-
пользуется очень редко. Идеи Гильберта об использовании аксиоматического
метода в физике и других естественных науках привели к ряду интересных
попыток реализации такого проекта, которые, однако, пока не оказали су-
щественного влияния на мэйнстрим научных исследований и на текущую
научную практику. Мы видим причину такого положения дел в том, что
стандартная аксиоматическая архитектура в стиле Гильберта неадекватна
научным теориям, и ниже аргументируем, что описанная в настоящей работе
конструктивная аксиоматическая архитектура лучше подходит для представ-
ления научных теорий.

Представленные в этом заключительном разделе аргументы и сооб-
ражения имеют предварительный характер и служат нам для мотивировки
дальнейших исследований, а не для обоснования готовых полученных резуль-
татов. Эти соображения и аргументы в первую очередь нацелены на то, что-
бы внести вклад в философию науки, но в более отдаленной перспективе они
могут иметь и практическое значение для научных исследований. Современ-
ная наука широко использует компьютерные информационные технологии
для самых разных целей. В частности, такие технологии используются для
хранения, анализа и представления данных. Хранение, передача и ревизия
научных знаний пока еще в меньшей степени затронуты этим технологиче-
ским развитием. Поэтому репрезентация и коммуникация научных знаний

40См. [34] и [36].
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осуществляется в настоящее время в основном в традиционных формах та-
ких как доклады на конференциях и публикация научных статей и учебников
даже при том, что при реализации этих форм уже используются современные
информационные технологии (удаленные конференции, электронные публи-
кации и т.д.). Однако можно ожидать, что в ближайшем будущем технологии
компьютерного представления знаний (Knowledge Representation, KR) будут
более широко использоваться в научной практике, включая практику научно-
го образования. Для разработки KR-системы способной адекватно представ-
лять научные знания, необходимо использовать разумные предположения о
логической структуре такого рода знаний. Поэтому старый философский во-
прос о логической структуре научных знаний и, в частности, научных тео-
рий, имеет сегодня не только теоретическое, но и практическое значение. Как
мы показали в другой работе, существующие KR-системы не вполне годятся
для выполнения этой задачи, но могут быть усовершенствованы в нужном
направлении с помощью предлагаемого в настоящей работе логического под-
хода [40], [37].

Выше мы упоминали о “революции в Стэнфорде” связанной с новым
“семантическим подходом” (semantic view) к научным теориям (2.3.3). Вслед
за Халворсоном [141] мы считаем, что спор между сторонниками “семанти-
ческого” и более традиционного “синтаксического” подхода к научным тео-
риям, имеет сегодня в основном историческое значение. Поскольку Патрик
Суппес и другие пионеры семантического подхода использовали формаль-
ную теоретико-множественную семантику в стиле Тарского, которая не была
известна исследователям более старшего поколения развивающим “синтакси-
ческий” подход, можно сказать, что семантический подход был для своего
времени более прогрессивным. Однако, как мы также отмечали, этот семан-
тический поворот оставил за бортом некоторые интересные идеи связанные
с “синтаксическим” подходом, включая концепцию логики как инструмента
для определения лучших доступных свидетельств в пользу данного научно-
го высказывания, которую в 1930-х годах развивали Моррис Коген и Эрнст
Нагель [225] (3.2.2). Такая эпистемологическая концепция логики подчерки-
вала ее обосновательную функцию и плохо совмещалась с формальным ак-
сиоматическим методом Гильберта, который эти авторы также пытались ис-
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пользовать для своих целей. На самом деле, никакой формальной логической
техники поддерживающей такую концепцию логики, в то время не существо-
вало. С появлением MLTT/HoTT эта ситуация изменилась. Конструктивная
аксиоматическая архитектура, которую мы описываем в этой работе, в своей
логической части также мотивирована обосновательной концепцией логики.

Напомним, что семантический подход к теориям называют также
“непропозициональным” (non-statement view). Предлагаемый конструктив-
ный подход к теориям также является непропозициональным. Вслед за сто-
ронниками стандартного семантического подхода мы отвергаем идею о том,
что научные теории представляют собой дедуктивно организованные сис те-
мы предложений (которые выражают определенные утверждения). Однако
мы даем другой ответ на вопрос о том, каковы фундаментальные составля-
ющие научных теорий (кроме предложений). Сторонники стандартного се-
мантического подхода на этот вопрос отвечают “модели”, имея при этом в
виду, с одной стороны, теорию моделей в стиле Тарского, и, с другой сторо-
ны, обычное понятие понятие модели используемое в научной практике [143,
p. 17-20],[298]. Мы согласны с тезисом о том, что модели являются фундамен-
тальными составляющими научных теорий. Но для того, чтобы подчеркнуть
отличие нашего подхода от стандартного семантического подхода, мы даем
на тот же вопрос другой ответ: “методы”.

Точка зрения, согласно которой методы составляют суть научных тео-
рий, а не вспомогательными инструментами этих теорий, известна по крайней
мере со времен Рене Декарта. Однако до недавнего времени не существовало
никакой формальной логической техники, которая бы поддерживала такой
взгляд на теории. Еще много сделать, чтобы использовать такую технику на
практике. Однако уже сейчас мы можем представить набросок формальной
структуры теории, в которой методы являются существенными, а не вспомо-
гательными элементами.

Мы принимаем все, что сторонниками стандартного семантического
подхода к научным теориям говорят об эпистемической функции моделей.
Но затем мы задаем более технический вопрос о том, каким образом модели
научных теорий строятся и контролируются. Поскольку мы говорим о фор-
мально представленных теориях не ограничивая их предметную область, мы
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ожидаем получить общий ответ на этот вопрос. Нам указывают на теорию
моделей в стиле Тарского. Тогда мы замечаем, что в этой теории модели опре-
деляются формальными предложениями (аксиомами и теоремами), которые
эти модели моделируют (делают истинными). Тот факт, что одна и та же тео-
рия (отождествленная со своим классом моделей) может при этом задаваться
различными системами аксиом, который подчеркивает Суппес, является важ-
ными, но он не решает всех проблем, связанных с этой формальной схемой
представления теорий.

Чтобы это показать, мы можем воспроизвести приведенные выше ар-
гументы, которые показывают, что чисто пропозициональный контроль мо-
делей является недостаточным и должен быть быть усилен более прямым
контролем с помощью формальных правил и операций, применимых к непро-
позициональным объектам. Выше мы формулировали эти аргументы для слу-
чая математических теорий (4.2.3), а теперь мы применим их к естественно-
научным теориям, в которых важную эпистемическую роль играют матери-
альные эксперименты (наряду с мысленными экспериментами), а также эм-
пирические наблюдения и измерения. Научный эксперимент представляет
собой искусственно спроектированную и реализованную модельную ситуа-
цию M , которая позволяет проверять предсказания данной теории T 41. Го-
воря более подробно, мы используем здесь теоретическую модель MT , на ос-
новании которой делаются предсказания, и экспериментальную реализацию
этой моделиME. Эти две модели сравниваются посредством измерений. Если
результаты эксперимента (измерений) соответствуют предсказанным на ос-
нове теоретической модели, данный эксперимент становится свидетельством
в пользу теории T ; в противном случае он свидетельствует против данной
теории.

Логика рассуждений основанных на свидетельствах (evidence-based
reasoning) в настоящее время является быстро развивающейся областью меж-
дисциплинарных исследований [299], о которой мы не можем говорить в этой
работе подробно. Поэтому мы укажем сейчас только на один аспект описан-
ной выше ситуации, который касается формальной архитектуры теории T и

41Разумеется, это очень упрощенная картина научного эксперимента, которая, тем не менее, достаточна

для наших целей.
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структуры моделей MT , ME. Поскольку мы сейчас говорим о планировании,
подготовке и проведении научных экспериментов, представляется очевид-
ным, что модели MT , ME необходимо построить с помощью основанных на
правилах процедур, а не просто описаны в терминах их желательных свойств
и отношений — при том, что такие пропозициональные описания могут быть
полезными в обоих случаях, особенно на стадии планирования эксперимен-
та. Постольку, поскольку мы хотим считать MT теоретическим прототипом
ME, это замечание относится не только к экспериментальным, но и к теоре-
тическим моделям. Обе эти конструкции должны быть репродуцируемыми:
это возможно, если соответствующие конструктивные процедуры основаны
на правилах и имеют схематический характер. Такие хорошо определенные
конструктивные процедуры (теоретические и экспериментальные), или, гово-
ря точнее, рецепты таких процедур, которые могут быть применяться в раз-
ных контекстах к разным исходным данным, в науке называют методами.
Методы могут быть специфицированы лингвистических средств, а в неко-
торых случаях также с помощью символических синтаксических средств в
виде алгоритмов. Это дает возможность использовать данный метод много-
кратно и рассматривать его в качестве абстрактного теоретического объекта.
Такие спецификации обычно называют описаниями (методов), но на самом
деле эти спецификации имеют другую логическую форму: они предписывают
некоторые действия, а не описывают то или иное положение вещей. В отли-
чие от описаний предписания не выражают высказываний (пропозиций) и не
имеют истинностных значений. Очевидное замечание состоит в том, что вся-
кое предписание может быть переформулировано в виде описания, а именно,
описания метода понятого в качестве абстрактного объекта. Этот простой
лингвистический и логический прием является универсальным и неспецифи-
ческим; он не позволяет сказать ничего нового о модальной природе методов
и алгоритмов. Однако в некоторых контекстах этот прием смазывает модаль-
ное различие между описаниями и предписаниями и таким образом позволяет
сделать его незаметным.

Случай мысленных экспериментов, который мы уже обсуждали вы-
ше, имеет особое отношение к настоящей дискуссии, поскольку мысленные
эксперименты можно рассматривать как промежуточное звено между теоре-
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тическими и экспериментальными моделями. Не делая более сильных утвер-
ждений, обоснование которых требует более внимательного анализа истории
науки и современной научной практике, мы заметим только, что мысленно-
экспериментальная модельMTE основанная на теоретической моделиMT мо-
жет подсказать, как подготовить, провести и затем проинтерпретировать на-
учный эксперимент, проверяющий теорию T , то есть, получить то, что мы
здесь называем экспериментальной модельюME. В истории физики есть мно-
жество примеров мысленных экспериментов, которые были в последствии
реализованы в виде настоящих лабораторных экспериментов. В качестве све-
жего примера такого рода см. [300] где паторы описывают проведенный ими
успешный лабораторный эксперимент, реализующий знаменитый мысленный
эксперимент с участием Кота Шредингера, который был впервые предложен
еще в 1935-м году.

Приведенные выше аргументы можно также применить к теоретиче-
ски нагруженным эмпирическим наблюдениям, которые имеют ту же фор-
мальную структуру, что и эксперименты. В качестве примера укажем на пер-
вое успешное наблюдение гравитационных волн в сентябре 2015-го года с по-
мощью детектора LIGO [301]. Это наблюдение использовало базовую теорию,
а именно Общую теорию относительности, и было проверкой теоретическо-
го предсказания, сделанного на основе этой теории Альбертом Эйнштейном
в 1916-м году [302]. Теоретический и технический дизайн этого наблюдения
по своему характеру не отличается от дизайна экспериментов в любой об-
ласти науки. Именно поэтому наблюдение гравитационных волн с помощью
детектора LIGO часто называют “экспериментом LIGO”. В отличие от типич-
ных экспериментов, в случае с LIGO невозможно было заранее спланировать,
когда используемый детектор предоставит ожидаемое эмпирическое свиде-
тельство (в пользу или против проверяемой теории), поскольку это зависело
от событий находящихся вне человеческого контроля. Среди таких событий,
обеспечивших успешное наблюдение гравитационных волн в сентябре 2015-го
года было слияние двух черных дыр порядка 30 солнечных масс каждая, ко-
торое произошло в удаленной области наблюдаемой Вселенной примерно за
миллиард лет (по космологической шкале времени) до момента наблюдения
и произвело наблюдаемый волновой пакет. Отсутствие контроля за наблюда-
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емыми объектами и событиями можно действительно считать специфической
чертой наблюдений, которая отличает их от экспериментов. Однако эта осо-
бенность наблюдений не оказывает влияния на ту интересующую нас сейчас
формальную структуру, которая является общей для наблюдений и экспери-
ментов.

Возвращаясь теперь к вопросу формального представления научных
теорий, мы замечаем, что стандартная аксиоматическая архитектура гиль-
бертовского типа позволяет представлять только логические и даже только
дедуктивные методы. Под формальным представлением (логического) де-
дуктивного метода мы понимаем здесь синтаксическую схему, которая пред-
ставляет вывод или класс выводов в аксиоматической теории гильбертовского
типа. Если иметь в виду, что логические методы не играют в науке замет-
ной роли по крайней мере со времени Галилея (хотя более ранние образцы
науки, которые принято называть “схоластическими”, использовали такие ме-
тоды систематически), неудивительно, что такая аксиоматическая архитек-
тура плохо годится для представления современных научных теорий. Как мы
уже подчеркивали выше, делая такие утверждения, мы не пытаемся отмести
нормативные эпистемологические аргументы в пользу логического подхода в
науке с помощью простого указания на то обстоятельство, что современная
наука не соответствует тем или иным эпистемическим нормам. Наш проект
состоит в том, чтобы переосмыслить роль и концепцию логики в контексте
современной математики и естественных наук и описать логические подхо-
ды и техники, которые могли бы более успешно применяться в науке в ее
нынешнем виде.

Семантическая версия аксиоматического метода Бурбаки-Суппеса
позволяет игнорировать синтаксические детали — и в месте с синтаксически-
ми деталями игнорировать почти все логические детали — и фокусироваться
на моделях и структурах. Как и в случае математики Бурбаки, в научных
теориях этот ход позволяет использовать эпистемические нормы связанные
с формальным аксиоматическим методом в стиле Гильберта не напрямую,
а опосредованным “трансцендентным” способом. При таком подходе продол-
жают работать с полу-формальными теориями, которые сами по себе не со-
ответствуют заданным эпистемическим нормам, но при этом используют ар-
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гументы, которые показывают, что у каждой такой теории есть формальная
версия (или множество таких версий), которая полностью соответствует дан-
ным нормам. Нужно отметить, что в отличие от проекта Бурбаки, который
так или иначе оказал большое влияние на математическую практику 20-го
века и помог сформулировать альтернативные проекты “практических” ос-
нований математики включая теоретико-категорные и унивалентные осно-
вания, аксиоматическое представление научных теорий в стиле Суппеса на
сегодняшний день не играет никакой роли в научной практике за пределами
логически ориентированной философии науки. Если считать только что опи-
санный “трансцендентный” способ применения эпистемических норм к тео-
риям практическим компромиссом, то можно сказать, что этот компромисс
оказался (ограниченно) успешным в чистой математике, но не в естественных
науках.

Проблема, на наш взгляд, состоит здесь в том, что семантический под-
ход в стиле Суппеса к построению аксиоматических теорий на самом деле
мало что предлагает сверх того, что может предложить более традиционный
подход, который Суппес называет “синтаксическим”. Он помогает игнориро-
вать несущественные логические детали, что в науке и так является обычной
практикой, и (совершенно правильно, на наш взгляд) фокусируется на моде-
лях, а не на теоретических предложениях. Однако этот подход не предлагает
никакой новой формальной техники для работы с этими моделями и предпо-
лагает использование полу-формального синтаксиса в стиле Бурбаки. Идея
использовать теорию множеств в качестве дефолтного источника моделей,
которая в определенной степени сработала в чистой математики, по всей ви-
димости полностью неадекватна современной естественной науке, несмотря
на аргументы Суппеса о том, что модели любых научных теорий можно без
ограничения общности считать теоретико-множественными [143, p. 17-20]. Во
всяком случае продолжающиеся попытки использования в науке семантиче-
ской репрезентации в стиле Суппеса на сегодняшний день не предоставили
никакого надежного свидетельства, которое убеждало нас в обратном.

В этом контексте предложенное в этой работе понятие конструктив-
ной аксиоматической теории представляется более подходящей формальной
рамкой для построения и представления научных теорий. Напомним, что ос-
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новное отличие конструктивной теории в нашем смысле от стандартной акси-
оматической теории гильбертовского типа состоит в том, что конструктивные
теории содержат системы правил применяемых к непропозициональным тео-
ретическим объектам. Вопрос о том, считать ли такие правила логическими,
является интересным и глубоким, но мы сейчас можем оставить его в стороне.
Для наших целей достаточно заметить, что для того, чтобы считать такие
правила логическими, нужно использовать более широкое понимание логики,
чем обычно [5]. Ради определенности нашей терминологии мы здесь исполь-
зуем узкое и более обычное понимание логики, в рамках которого операции с
непропозициональными объектами (такие как геометрические операции вы-
полняемые с помощью циркуля и линейки) считаются вне-логическими (за
исключением чисто синтаксических операций таких как построение слов и
формул из символов заданного алфавита).

Основная идея здесь состоит в том, что конструктивные аксиоматиче-
ские теории основанные на правилах (то есть, генценовского типа) могут быть
использованы для формального представления вне-логических операций и,
следовательно, для представления научных (вне-логических) методов. Это в
первую очередь касается теоретических методов связанных с теоретически-
ми моделями такими какMT . Соответствующее понятие модели, которое рас-
ширяет понятие модели формальной теории в смысле Тарского, мы подробно
обсуждали выше в контексте гомотопической теории типов (HoTT) (3.2.5
C). Напомним, что здесь необходимо проводить различие между дефолтной
семантикой (в случае HoTT такой дефолтной семантикой является гомото-
пическая семантика) и моделями. Аналогичное различие проводится в стан-
дартной теории моделей первопорядковых теорий, где дефолтная семантика
является логической. Мы будем считать, что всякая конструктивная акси-
оматическая теория имеет свою дефолтную семантику. Когда элементарные
правила и элементарные объекты конструктивной теории T интерпретируют-
ся на моделиMT , синтаксические выводы в T использующие эти формальные
правила и объекты интерпретируются как конструкции в MT . Это позволяет
строить такие содержательные конструкции генетически из простых элемен-
тов (которые интерпретируют элементарные объекты теории) по заданным
формальным правилам. Построенная таким способом теоретическая модель
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MT может поддерживать мысленный экспериментMTE теми же формальны-
ми средствами, то есть с помощью тех же правил конструирования и тех же
генераторов, которые в этом случае описываются менее абстрактно). В свою
очередь мысленный экспериментMTE может быть использован для подготов-
ки лабораторного эксперимента ME. Сказанное можно проиллюстрировать
следующей диаграммой

T m //MT
t //MTE

e //ME

где стрелкаm представляет теоретическое моделирование, t представляет ди-
зайн мысленного эксперимента и e представляет дизайн лабораторного экс-
перимента. Разумеется, мы не предполагаем, что последовательность шагов
показанная на этой диаграмме отражает хронологический порядок, в кото-
ром производятся теоретические и экспериментальные научные исследова-
ния. Как обычно, мы предполагаем, что формальное представление может
быть использовано только по отношению к достаточно развитым теориям, и
что оно используется для того, чтобы сформулировать эти теории в стабиль-
ном, воспроизводимом и хорошо обоснованном виде.

Обсудим теперь с более общих позиций вопрос о том, следует ли вклю-
чать теоретические методы в состав соответствующих теорий. На наш взгляд,
на этот вопрос нужно ответить положительно. Классическая механика в том
виде, в котором она представлена в “Математических началах натуральной
философии” Ньютона, позволяет построить математическую модель траек-
тории движения пушечного ядра и орбиты Луны. Общая теория относитель-
ности Эйнштейна позволяет построить модель черной дыры и смоделировать
эффект слияния черных дыр, который был впервые экспериментально под-
твержден в эксперименте LIGO в 2015-м году. Хотя в научной практике такие
модели не строятся с помощью формальных логических методов, конструк-
тивный характер этих моделей проявляется в том, что они с помощью мате-
матических процедур, а не берутся где-то в готовом виде, так что остается
только проверить, что свойства этих моделей действительно отвечают всем
релевантным аксиомам и теоремам соответствующих теорий. Современная
научная практика и история науки не дают нам никаких оснований для то-
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го, чтобы считать общие методы построения и расчета такого рода моделей
всего лишь вспомогательными теоретическими средствами, которые разра-
батываются на основе соответствующих теорий, но при этом не являются
собственными элементами этих теорий. Такое различие между теоретиче-
ским содержанием и теоретическим методом представляется нам артефактом
неадекватной логической реконструкции научных теорий, которая нуждает-
ся в переосмыслении. В рамках предлагаемого нами подхода такое различие
не проводится. Мы считаем процедурное знание выраженное в виде методов
такой же важной составляющей научных теорий, как и пропозициональное
знание выраженное в виде теоретических утверждений. Это процедурное зна-
ние включает знание логических правил процедур, но не исчерпывается им.
Логические и вне-логические теоретические методы являются важной частью
содержания любой научной теории.

Тем более необоснованным нам представляется тезис о том, что вся-
кий научный метод имеет эвристический характер и относится к контексту
открытия соответствующей теории, но не к ее содержанию. Теоретические
и экспериментальные методы, которые мы обсуждали выше, используются
для проверки и обоснования готовых научных теорий. Вопрос об эвристиче-
ской ценности методов является важным и интересным, но его обсуждение
полностью лежит вне рамок настоящей работы.

Наше заключительное замечание касается вопроса о соотношении ло-
гических и вне-логических методов в научных теориях. Напомним о широко
обсуждаемой в недавнем прошлом идее Рудольфа Карнапа, согласно кото-
рой всякая научная теория может быть проанализирована в терминах про-
токольных предложений выражающих предложения о чувственных данных
полученных с помощью эмпирических наблюдений невооруженным глазом, с
одной стороны, и системы общих теоретических утверждений построенной в
дедуктивном порядке с помощью общих логических правил и принципов, с
другой стороны [303]. Сегодня такой подход к логической реконструкции на-
учных теорий признан ошибочным. Решающим аргументом против подхода
Карнапа и его последователей является указание на то обстоятельство, что
любые научные наблюдения или эксперименты “нагружены теориями”, вслед-
ствие чего идея Карнапа о теоретически нейтральных наблюдениях “невоору-
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женным глазом” является полностью неадекватной исторической и современ-
ной научной практике [304]. Этот аргумент широко обсуждался в философ-
ской литературе, но до сих пор он имел неформальный характер. Предла-
гаемый нами подход к формальной реконструкции научных теорий позволя-
ет выразить понятие теоретической нагруженности научных экспериментов
и наблюдений в строгом виде и проанализировать формальную структуру
этого понятия, как это было кратко сделано выше. В рамках предлагаемого
подхода логические методы релевантны научным теориям только постоль-
ку, поскольку такие методы являются интегральной частью более широкого
класса вне-логических конструктивных методов.
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Wydawn. Naukowe, 1963.

[84] Manin Yu. Foundation as Superstructure. arXiv:1205.6044, 2012.

[85] Hilbert D. Axiomatisches Denken // Mathematische Annalen. 1918. T. 78,
N 2. S. 405–415.

[86] Гильберт Д. Аксиоматическое мышление // М.И. Панов (ред.) Методо-
логический анализ оснований математики, Москва, Наука, стр. 97-104.
1988.

[87] Hilbert D. On the Concept of Number // W. Ewald (ed.), From Kant to
Hilbert: A Source Book in the Foundations of Mathematics. 1996. v. 2.
р. 1089–1096.
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1956. v. 10, n. 1. р. 23–43.

[90] Demidov S.S. On Axiomatic and Genetic Construction of Mathematical
Theories // J. Hintikka et al. (eds.) Theory Change, Ancient Axiomatics
and Galileo’s Methodology. Proceedings of the 1978 Pisa Conference on
the History and Philosophy of Science (Synthese Library vol. 145), Reidel
Publishing Company. 1981. v. 1. р. 215–222.

[91] Landry E. The Genetic versus the Axiomatic Method: Responding to
Feferman 1977К // The Review of Symbolic Logic. 2013. v. 6, n. 1. р. 24–51.



261

[92] McLarty C. Elementary Categories, Elementary Toposes. Oxford: Clarendon
Press, 1992.

[93] Lawvere F.W., Rosebrugh R. Sets for Mathematics. Cambridge University
Press, 2003.

[94] Taylor P. Practical Foundations of Mathematics. Cambridge University
Press, 1999.

[95] Mancosu P. (ed.). Philosophy of Mathematical Practice. Oxford University
Press, 2008.

[96] Peckhaus V. Pro and Contra Hilbert: Zermelo’s Set Theories // Philosophia
Scientiae. 2005. v. 9, n. S2. р. 199–215.
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