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Формальные и неформальные доказательства согласно
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Эпистемология математического доказательства
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Формальные и неформальные доказательства согласно
Целищеву

Основные тезисы (contra Целищев?)

Существующий разрыв между формальными (формализованными)
математическими доказательствами и эпистемически нагруженными
“неформальными” (обычными) доказательствами, которые
используются в текущей математической практике, имеет случайный
исторический характер и может и должен быть преодолен, или по
крайней мере существенно сокращен, с помощью методов и подходов
строгой теоретико-доказательной семантики и некоторых родственных
подходов.

Это, в частности, позволит более широко использовать компьютерные
методы проверки и поиска математических доказательств, не ослабляя
при этом традиционные нормативные критерии математической
строгости и эпистемической прозрачности.
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Формальные и неформальные доказательства согласно
Целищеву

Основные тезисы (contra Целищев?)

Унивалентные основания математики представляют собой шаг в
преодолении разрыва между формальными и неформальными
доказательствами, который позволяет использовать компьютер для
проверки интуитивно прозрачных доказательств.
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Формальные и неформальные доказательства согласно
Целищеву

Формальное доказательство согласно Целищеву

Эпистемические элементы доказательства как разновидности
рационального мышления не следует путать с чисто математической
трактовкой понятия доказательства как последовательности символов.
. . . Формальное доказательство есть такой же математический объект,
как числа, а доказательство о доказательствах есть результат
рационального рассуждения. Это рассуждение выходит за пределы
математики, поскольку речь идет о том, чтобы сделать принятие
доказательства необходимым с точки зрения рационального человека.
Этот вид необходимости есть эпистемическая категория. (стр. 64,
выделено мной)
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Критика

Комментария и возражения

Понятие о доказательстве как последовательности символов
относится к мета-математике, а не математике вообще. Общее
математическое понятие о доказательстве (как бы его ни
уточнять) всегда эпистемически нагружено и предполагает
нормативную “необходимость принятия”, о которой говорит
Целищев. Это, в частности, относится к мета-математическим
“доказательствам о доказательствах” .
Подходящая последовательность символов может быть
интерпретирована как (содержательное) доказательство (которое,
впрочем, будет мало похожим на те доказательства, которые
математики используют в их обычной практике). Не
интерпретированную последовательность такого типа можно
поэтому называть синтаксическим скелетом доказательства. Если
не иметь в виду возможность содержательной (эпистемически
нагруженной) интерпретации, то никакую цепочку символов
нельзя считать и называть доказательством.
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Критика

Комментария и возражения

Понятие доказательства относится к общей логике и применимо
не только в математике, но и в любом “рациональном
рассуждении”. Но математическое рассуждение это специальный
случай рационального рассуждения. Мета-математическое
рассуждение это специальный случай математического
рассуждения.

Поэтому математические доказательства вообще и
мета-матические доказательства в частности, которые всегда
несут эпистемическую нагрузку и предполагают нормативную
“необходимость принятия”, остаются целиком в рамках
математики и не выходят за ее пределы.
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Критика

Комментария и возражения

Мета-математические теоремы вызывают особый интерес у
философов. Однако такие теоремы и их доказательства, как и
вообще любые математические теоремы и доказательства, нужно
отличать от их возможных философских интерпретаций.

Никакое математическое утверждение не может быть доказано
только с помощью философских аргументов и, наоборот, никакое
философское утверждение не может быть доказано только с
помощью математических рассуждений. Философские
утверждения вообще не могут быть доказаны в том же смысле, в
каком могут быть доказаны математические теоремы.
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Предыстория мета-математики

Эпистемическая полнота

Let us call a theory epistemically complete when it allows one to solve —
positively or negatively — any well-posed problem within this very theory.

Questions: Are epistemically incomplete theories (epistemically)
acceptable?; Is the epistemic completeness epistemically valuable?; How
does epistemic completeness relate to the semantic completeness and other
forms of theoretical completeness? and, last but not least, Are epistemically
complete theories possible?
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Предыстория мета-математики

Ignoramibusstreit

David Hilbert was occupied with issues of epistemic completeness during all
of his long-term work in FOM. His view on this matter was formed in the
context of the so-called Ignoramibusstreit (ignoramibus debate; the debate
about unknowable) that was started back in 1872 by Emil du
Bois-Reymond who claimed that certain scientific questions and problems
are unsolvable in principle. Responding to du Bois-Reymond Hilbert
developed an opposite view according to which every well-established
theory (and every mathematical theory at the first place) must be
epistemically complete. Hilbert’s belief remained remarkably stable during
his long academic career. Hilbert expressed it publicly on many occasions,
most famously in his 1900 address delivered in the Sorbonne at the
International Congress of Mathematicians where he pronounced his famous
“no ignoramibus” (in mathematics), and also in his last major public lecture
delivered in 1930 in Königsberg, which Hilbert concluded with the words
“We must know. We will know” [?].
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Предыстория мета-математики

Ignoramibusstreit

Hilbert believed that the epistemic completeness of mathematics
(appropriately reformed) can, and should, be irrefutably proved by rigorous
mathematical means, and not only be supported by general philosophical
arguments. Whence the idea to identify FOM with a meta-theory of all
mathematics, which could rigorously proof the epistemic validity of every
mathematical theory deserving the name.
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Предыстория мета-математики

Теория доказательств в стиле Гильберта

Таким образом, теория доказательств была задумана Гильбертом и
Бернайсом (1934) как мета-математическая, а не эпистемологическая
дисциплина. Способ формализации доказательств, который
использовали эти авторы, был приспособлен именно для решения
мета-математических задач, и мало приспособлен для более
традиционных задач таких как стандартное представление
математических рассуждений, их верификация, научная коммуникация
и обучение. Тем не менее до самого последнего времени
гильбертовский подход к формализации математических рассуждений
не имел альтернатив.
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Компьютерные доказательства

Теория типов

Попытки использовать формальные представления математических
рассуждений гильбертового типа (основанные на аксиомах) в качестве
теоретической основы для создания компьютерных программ,
помогающих строить и проверять длинные доказательства, сразу
показали неприспособленность данного формализма для решения этой
задачи. Более успешными оказались компьютерные помощники,
использующие формализмы генценовского типа (основанные на
правилах) и включающие типизацию данных.
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Компьютерные доказательства

Компьютер как черный ящик

Однако компьютерные доказательства как правило остаются
эпистемически непрозрачными и не позволяют человеку следить за
ходом рассуждений. Это заставляет усомниться в эпистемической
ценности таких доказательств. Ср. продолжающуюся с 1980х до
нынешнего дня дискуссию о доказательстве теоремы 4х красок.

Андрей Родин (ИФ РАН и СПбГУ) (Конференция к 80-летию В.В. Целищева, Новосибирск 25-26 февраля 2022)Формальные и неформальные доказательства в математике: схождения и расхождения25 февраля 2022 18 / 23



Компьютерные доказательства

Целищев о компьютерных доказательствах

Следует ожидать, что [в обозримом будущем] люди будут
модифицировать понятие доказательства, включая сюда
компьютерное вычисление [...], если почувствуют, что это ведет их к
продвижению. Поэтому не следует превращать “строгое
доказательство” в лозунг.
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Компьютерные доказательства

Модификация эпистемических стандартов и разработка
новых способов взаимодействия человека и компьютера

Альтернативой ослаблению эпистемических стандартов
математической строгости может быть разработка новых способов
взаимодействия человека и компьютера, которые делают
компьютерные доказательства более понятными для человека.
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Унивалентные основания и пространственная интуиция

Гомотопическая теория типов (ГТТ), которая представляет собой
логический каркас УО , позволяет думать о формальных выводах в
теории типов Мартина-Лефа (ТТМЛ) как о пространственных
гомотопических построениях . Когда выводы в ТТМЛ реализуются в
виде исполнимого программного кода, те же самые пространственные
интуиции оказываются применимыми к соответствующему коду.
Гомотопическая интерпретация программного кода имеет интуитивный
характер (при небольшом числе измерений), который позволяет
уточнять формальную структуру соответствующих доказательства, не
вникая при этом в мелкие технические детали. Таким образом, УО
обеспечивают представление математических рассуждений, которое

является полностью формальным в том смысле, что оно
использует логическое исчисление со строгим синтаксисом
(ТТМЛ или ее аналоги);
допускает компьютерную реализацию и компьютерную проверку
рассуждений
поддерживает интуитивную интерпретацию формализованных
рассуждений, которая связывает локальные и глобальные аспекты
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Заключение

эпистемической прозрачности компьютерных доказательств
подобно тому, как это происходит в случае традиционных
геометрических построений циркулем и линейкой.
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Заключение

Заключение:

Разрыв между чисто синтаксическими формальными
математическими доказательствами и эпистемически нагруженными
“неформальными” доказательствами может и должен быть преодолен
или сокращен. В реализации этой программы состоит прикладной
аспект исследований в области эпистемически нагруженной
теоретико-доказательной семантики включая гомотопическую
семантику конструктивной теории типов.
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Заключение

СПАСИБО!
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