
Zur Deutung der intuitionistisehen Logik. 
Von 

A. Kohnogoroff in Moskau. 

Die vorliegende Abhsndlung kann von zwei ganz verschiedenen Stand- 
punkten aus betrachtet werden. 

1. Wenn man die intuitionistischen erkenntnistheoretischen Voraus- 
setzungen nicht ~erkennt ,  so kommt nur der erste Paragraph in Betracht. 
Die Resultate dieses Paragraphen k6nnen etwa wie folgt zusammengefs~t 
werden: 

Neben der theoretischen Logik, welche die Beweisschemats der theo- 
retisehen Wahrheiten systematisiert, kann man die Schemata der LSsungen 
yon Aufgsben, z.B. yon geometrischen Konstruktionsaufgaben, systemati- 
sieren. Dem Prinzip des Syllogismus entsprechend tritt hier z. B. das 
folgende Prinzip auf: Wenn wit  die Ldsung yon b au/ die L68ung v~ a 
und die LSsung yon c au/ die L6sung van b zuri~ck/iihren k6nnen, 8o 
kSnnen wit  such die L6sung yon c au/ die L6sung yon a zuriiek/iihren. 

Man kann eine entsprechende Symbolik einfiihren und die formalen 
Rechenregeln flit den symbolischen Auibau des Systems yon solchen huf- 
gabenlSsungsschemata geben. So erh~ilt man neben der theoretischen Logik 
eine neue Au/gabenrechnung. Dabei braucht man keine speziellen ertrenntnis- 
theoretischen, z.B. intuitionist~schen Voraussetzungen. 

Es gilt dann d ie  folgende merkwiirdige Tatsache: Nach der Farm 
/dllt die Au/gabenrechnung mit der Brouwersehen, yon Herrn Heyting 
neuerdings /ormaliaierten~), intuitionistischen Logik zusammen. 

2. Im zweiten Paragraphen wird, unter Anerkennung der allgemeinen 
intuitionistischen Voraussetzungen, die intuitionistische Logik kritisch unter- 
sucht; es wird dabei gezeigt, daft sie dutch die Aufgabenrechnung ersetzt 
werden sollte, denn ihre Objekte sind in Wirklichkeit keine theoretischen 
Aussagen, sondern vielmehr Aufgaben. 

1) Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik, Sitz. d. Pens. Akad. 
(1980), I, S. 42; H, S. 57; HI, S. 158. 
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1. 

Wir dellnieren nicht, was eine Au/gabe ist, sondem erldiiren dies dutch 
einige Beispiele. Aufgaben sind: 

1. Vier solche ga~e Zahlen x, y, z, n linden, fiir welche die Relationen 

(1) z ~ q- y" - -  z", n > 2, 

gelten. 

2. Die FMschheit des Fermatschen Satzes beweisen. 

3. Durch drei gegebene Punkte (x, y ,z)  einen Kreis ziehen2). 

4. Vorausgesetzt, dal] eine Wurzel der Gleichung ax~-~ bx--kc~-0 
gegeben" ist, die andere zu linden. 

5. Vorausgesetzt, dab die Zahl ~ rational ausgedriickt ist: 

R 

einen analogen Ausdruck flit die Zahl e finden. 
Daft die zweite Aufgabe yon der ersten verschieden ist, ist klar und 

bildet noch keine speziell intuiti0nistische BehauptungS). Die vierte und 
fiinfte Aufgabe sind Beispiele yon ~ongentioneUen Aufgaben; dabei ist die 
Voraussetzung in der fiiniten Aufgabe unm6glich, und folglieh ist die Auf- 
gabe selbst inhaltslos. Der Beweis, dal~ eine Aufgabe inhaltslos ist, wird 
weiter immer Ms ihre L6sung betrachtet werden, 

Wit glauben, dal] na~h diesen Beispielen und Erkliirungen die Begriffe 
,Aulgabe" und ,,L6sung der Aufgabe" in allen Fiillen, welche in den kon- 
kreten Gebieten der Mathematik vorkommen, ohne Migverstiindnis gebraucht 
werden k6nnen 4). Aufgaben werden weiterhin mit kleinen lateinisehen Buch- 
staben a, b, c, ... bezeiehnet. 

Wenn a and b zwei Aufgaben sind, bezeiehnet a A b die Aufgabe 
,beide Aufgaben a und b 16sen", wRhrend a vb  die Aufgabe bezeichnet 
,,mindestens eine der Aufgaben a und b 16sen". Welter ist a ) b  die Auf- 
gabe ,,vorausgesetzt, da~ die L~sung yon a gegeben ist, b 16sen", oder, 
was dasselbe bedeutet, ,die L6sung yon b auf die L6sung yon a zuriick- 
zufiit~en". 

Wir haben friiher nieht vorausgesetzt, daft jede Aufgabe 16sbar fist. 
Wenn z. B. der Fermatsche Satz richtig ist, so w~re die L6sung der ersten 

~) Um ganz prii~is zu sein, -sollte man natiirlich bei der Formulierung dieser 
Aufgabe die erlaubten Konstruktionsmittel  angeben. 

~) Die Auasagen ,der Fermatsche Satz ist falsch" und ,vier  (1) geniigende 
�9 Zahlen existieren" sind dagegen vom Standpunkt  der klasaischen Logik aus aquivalent. 

4) Die Hauptbegritte tier Aussagenlogik ,Auasage" und ,Beweis der Aussage" 
befinden sich nicht in besserer Lage. 
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Aufgabe kontradiktoriseh. Dementsprechend bezeichnet 3a die Auigabe 
,,vorausgesetzt, daft die LSsung yon a gegeben ist, einen Widerspruch 
erhalten" ~). 

Nach diesen Defiuitionen bezeichnet, wenn a, b, c, d , . . .  die Aufgsben 
sind, jede mit der Hilfe yon den Zeichen A, v, ~ and 1 zusammengesetzte 
Formel p(a,  b, c, i. .) auch eine Aufgabe. Wenn abe t  a,  b, r . . .  nut  Sym- 
bole der unbestimmten Aufgaben sind, ssgt man, da~ p (a ,  b, c, . . .) eine 
Funktion der Aufgabenvarisblen a,  b, c, . . .  ist. Im ailgemeinen bedeutet, 
wenn z eine Variable (yon beliebiger .krt) ist und a ( z )  eine Aufgabe 
bezeielmet, deren Sinn yon dem Werte von z abhiingt, ( z ) a  (z) die Auf- 
gabe ,eine allgemeine Methode flit die LSsung yon a(z)  bei jedem einzelnen 
Weft yon ~ anzugeben". Man soil dies so verstehen: Die Aufgabe(z )a(z )  
zu 15~'~.n, bedeutet, imstande sein, fiir jeden gegebenen Einzelwert z o 
yon z die Aufgabe a(Zol nach einer endlichen Reihe yon im voraus (schon 
vor der Wahl yon zo) bekannten Schritten zu 15sene). 

Fiir die Funktionen ~v(a, b, c , . . . )  yon unbestimmten Aufgaben a, b, c . . . .  
sch~ibt  ~man weiter start  

(a) (b) (o)... p(a, b, o,...) 
einfach 

I-p( a, b, c . . . .  ). e,) 
- p ( a ,  b, c~.. .)  bezeictmet also die Aufgsbe ,eine ailgemeine Methode an- 
zugeben fiir die LSsung yon p (a ,  b, r . . . .  ) bei jeder einzelnen Auswahl der 
Aufgsben a,  b, r . . . " .  

Die Aufgaben yon der Form ~p(a,  b, r ...), wo p dutch die Zeichen 
v,  A, ~ and 1 ausgedriickt ist, bilden den Gegenstand der elementaren 
Au/gabenre~hnung T). 

Die entspreehenden Fanktionen p(a ,  b, c, . . .) sind die dementaren 
�9 Au/gaben/unktionen. 

6) Es sei bemerkt, dab man la  nicht als die Aufgabe ,die UnISsbarkeit yon a 
beweisen" zu verstehen hat. Wenn man im allgemeinen ,die Unl6ebarkeit yon a" 
sls einen wohldefinierten Begritt betraehtet, erhitlt man nur den Sstz, daft aus 3 a 

die UnlSebarkeit yon a folgt, jedoeh nieht die Umkehrung d&von. Wenn es z. B. 
bewiesen wLre, dsl3 die Durehfiihrung einer Wohlordnung des Kontinuums unsere 
F&higkeiten iibersteigt, kSnnte man noch nicht behaupten, dsfl sue der Gegebenheit 
einer solchen Woldordnung ein Widersprueh folgt. 

e) Aueh bier, wie frither, hotien wit, dal3 diese Definition zu keinen MiBverstttnd- 
nissen in den konkreten mathematischen Gebieten fiihren kSnnen. 

st) Diese Erklttrung der Bedeutung des Zeichens [- ist yore Heytingschen ganz 
verschieden, obwold ale zu denselben Reehenregeln fiihrt. 

~) Diese Definition ist der Definition der elementaren Aussa~nrechnung analog. 
In der Aussagenreehnung lassen eieh &bet die zu A, V, ~ und I &halogen logischen 
Funktionem dutch zwei unter ihnen ausdrtieken. In der Aufg&benrechnung~ stud alle 
vler Funktionen unabh&ngig. 
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Daft ich eine hufgabe gel~st babe, ist eine rein subjektive Tatsache, 
welche an sich noch kein allgemeines Interesse hat. Die logischen und 
mathematischen Aufgaben besitzen aber die spezielle Eigenschaft der Alt- 
gemeingiiltigkeit ih~'er L~aungen: Wenn ich eine logische oder mathe- 
matische Aufgabe gel~t habe, so kann ich diese I~sung allgemeinverst~nd- 
lich darsteUen, und es ist notwendig, da[3 sie als richtige I~sung anerkannt 
wird, obwohl diese Notwendigkeit einen einigermaflen idealen Charakter 
hat, denn sie setzt eine geniigende InteUigenz der Zuhfrer vorausS). 

Der eigentliche Zweck der Aufgabenrechnung besteht darin, eine 
Methode fiir die LSsung yon Aufgaben der Form I-p(a, b, c, ...), wo 
p(a, b, r . .) eine elementare Aufgabenfunktion ist, dutch die mechanische 
Anwendi _g einiger einfacher Rechenregeln anzugeben. Wir miissen abet, 
urn alles auf diese Rechenregeln zuriickzufiihren, voraussetzen, da$ die 
Lfsungen yon einigen elementaren Aufgaben schon bekannt sin& Wir 
nehmen als Postulate an, da~ wit die zwei folgenden Aufgabengruppen A 
und B schon gelSst haben. Die weitere Darstellung wendet sich nut an 
einen solchen Leser, welcher alle diese Aufgaben gelSst hat g). 

2,1.  

2.11. 
2.12. 

2.13. 
2 . 1 4 .  

A. 2.15. 

3.1. 

3.11. 
3.12. 

4.1. 

4 . 1 1 .  

. i_ .a)aAa" lo) 

l - . a A b ) b A a .  
- . a ) b . ) . a / ' , c ) b A c .  
- . a ~ b . A . b ~ c . ) . a ~ c ,  
-.b ) . a ' )  b. 
- . a A . a ~ b . ~ b .  
- . a ) a v b .  
- . a v b ~ b v a .  
- . a ) c . A . b ) c . ~ . a v b ) c .  
I-.'l a ) . a ~ b .  
I - . a ) b . A . ~ l b . a ~ l a .  

Wit setzen also voraus, dal3 der Leser bei jeder Wahl dot Aufgaben 
a, b, c aUe bier nach dem Zeichen I- stehenden Aufgaben 16sen kann. Das 
bietet auch keinerlei Schwierigkeiten dar. In der Aufgabe (2.12) soll man 
z. B. in der Annahme, dal~ die I~sung yon a anf die LSsung yon b schon 

s) All dies gilt wSrtlieh auch flit die Beweise yon theoretischen Aussagen. Es 
ist jedoch wesentlich, dal] jede bewiesene Aussage r/cht/g ist; fiir die Aufgaben hat 
man keinen dieser Richtigkeit entspreehenden Begriff. 

o) ,Ira Falle der Aussageareohnung soil man sich zuerst yon der Richtigkeit der 
Axiome tiberzeugen, wenn man die Richtigkeit der Folgerungen ieststellen will. 

x0) Uber die Numerierung der Formeln und den Gebrauch yon Trennungs- 
zeichen (Punkten) vgl. Heyting I. 
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zuriickgefiihrt ist, die Liisung von bAc auf  die Liisung yon a A c  zuriick- 
fiibxen. Es sei die Liisung yon aAc gegeben; alas bedeutet, da~ sowohl 
die Liisung yon a als auch die Liisung yon r gegeben sind; aus der Liisung 
yon a, kiinnen wit nach Voraussetzung die IAisung yon b ableiten; da die 
Liisung yon c schon gegeben ist, erhalten wit die Liisung der beiden Auf- 
gaben b und c, also die Liisung yon b Ac. In dieser •berlegung ist eine 
allgemeine Methode zur Liistmg der Aufgabe 

a ~ b . ~ . a A c ~ b A c  

enthalten, welehe bei beliebigen a, b, c giiltig ist. Wit haben also das Recht, 
die Auigabe 

2.13. I - . a ) b . ~ . a A c ~ b A c .  

(m it dem Allgemeinheitszeichen ~) als geliist zu betrachten. 

Was insbesondere die Aufgabe 4.1. betriflt, so ist, sobald l a geliist 
ist, die Liisung yon a unmiiglich und die Aufgabe a ~ b inhaltslos. 

Die zweite Au/gabengrulype B, flit die wit die Gegebenheit der Lii- 
sungen postuliere~, enth~lt nat  drei Aufgaben~). Wit setzen n~imlieh vor- 
aus, daft wit immer imstande sind (eine allgemeine Methode besitzen), f l i t  
beliebige elementare Aufgabenfunktionen p,  q, r, 8 . . . .  die folgenden Auf- 
gaben zu ]iisen: 

I. Wenn I-. l ~ A q. geliist ist, ~ p zu liisen. 

II. Wenn I-P und ~ .p  ~q .  geliist sind, ~ q zu liisen. 

III. Wenn I-p(a, b, c, ...) geliist ist, ~ Iv(q, r, s, . . .)  zu 15sen. 

Jetzt k6nnen wit die Regeln unserer Aufgabenreehnung angeben: 

1. Wit bringen zuerst auf die Liste der geliisten Aufgaben die Auf- 
gaben der Gruppe A. 

2. Wenn auf unserer Liste I - . p A q .  sehon steht, ist es gestattet, 
auch I-P dorthin zu setzen. 

3. Wenn die beiden Formeln ~ p und I ' '  P ~ q" dort stehen, diiden 
wir auch I-q setzen. 

4. Wenn I -p (a ,  b' c . . . .  ) schon in der Liste steht und q, r , s ,  . . .  
beliebige elementare Aufgabenfunktionen sind, ist es gestattet, auch 
p (q, r, s , . .  :) dorthin zu setzen. 

Man iiberzeugt sich leieht auf Grund der vorher angenommenen 
Postulate, dab diese formalen Reehnungen wirklich die LSsungen der ent- 
sprechenden Aufgaben sicherstellen. 

11) Sie lassen, sich abet nicht in den Zeichen der elementaren Aufgabenrechnung 
symbolisch ausdrficken. 



Zur Deutung der intuitionistisehen Logik: 63 

Wit verzichten hier suf die weitere Ausfiihrung dieser Rechnungen, 
denn aUe obigen formalen Reehnungsregeln und a priori gesehriebenen 
Formeln fallen mit den Rechnungsregeln und Axiomen der ersten Heyting- 
sehen Abhandlung Is) zusammen; folglich k6nnen wir alle Fonneln .dieser 
Abhandlung als Aufgaben deuten und aUe diese Aufgaben flit gelSst halten. 

Wir merken uns hier nut einige besonders interessante unter diesen 
Aufgaben (sie sind also als schon gelSst zu betrachten): 

4.3. k.a~lla. 
4.2. I - . a ) b . ) ' l b ) l a .  
4.32. ~-.111a)a. 

Die Liisung yon 4. 3. und 4.2. ist aueh ohne Reehnung Mar. Die 
Liisung yon  4.32. erhi~lt man aus 4. 3. und 4.2., wean man in 4.2. die 
Aufgabe b dutch 1 l a ersetzt. 

Wenn man zu den a priori angenommenen Formeln B noch die Formel 

(1) l-.aV'la. 
(in tier Aussagenlogik das Prinzip yore ausgesehlossenen Dritten) hinzufiigt, 
erhiilt man ein vollstiindiges ,~xiomensystem der klassischen Aussagenlogik. 
In unserer Aufgabendeutung lautet die Formel (1) folgendermal~en: Eine 
allgemeine Methode anzugeben, um fiir jede Aufgabe a entweder eine LS- 
sung zu iinden, oder aus der Gegebenheit yon dieser L6sung einen Wider- 
spruch zu folgern! Im einzelnen, wenn die Aufgabe a i m  Beweis einer 
Aussage besteht, soll man eine allgemeine Methode besitzen, um jede Aus- 
sage entweder zu beweisen oder zum Widerspruch zu fiibren. Wenn unser 
Leser sioh niche; flit allwissend hiilt, wird er wohl 'bestimmen, dal~ die 
Formel (1) sich nicht auf der Liste der yon ihm gel6sten Aufgaben be- 
finden kaan. 

Es ist aber merkwiirdig, dal3 man die Aufgabe 

4.8. ~ .31.av'la. ~s) 

15sen kann, wie die Heytingsehen Rechnungen zeigen. 
Die Formel 

(2) ] - . 1 1 a > a .  

(in der Aussagenlogik das Prinzip vonde r  zweifaehen Negation) kann in 
unserer Aufgabenrechnung ebenfalls nicht erseheinen, da aus ihr mit Hilfe 
yon 4. 8. die Formel (1) folgt. 

1~) Heyting I. 
la) In der Aussagenlogik stellt (4. 8) den Brouwerschen Sat~ fiber die Wider- 

spruehslosigkeit des Satzes veto ausgeschlossenen Dritten dar. 
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Wit sehen also, da~, im Gegensatz zu den Heytingschen Formelu der 
intuitionistischen Logik, schon sehr einfsche Formein der klassisehen Aus- 
sagenlogik in unserer Aufgabenreohnung nicht erscheinen k6nnen. 

Es sei noch bemer~, daft, wenn eine Fonnel ]-~ in der klassisehen 
Aussagenlogik falseh ist, die entsprechende Aufgabe I- ~ nieht gel6st werden 
kann. Man kann, in der Tat, aus einer solehen Formel I-~v mit Hilfe yon 
friiher angenommenen Formein und Rechnungsregeln der Aufgabenrechnung 
die otfensichtlich kontradiktorische Formel ~-. 1 a .  ableitenl'). 

w 

Des Grundprinzip der intuitionistischen Kritik der logischen und 
mathematischen Theorien let des folgende: Jede nich~ inhalt~lose Aussage 
soll oul eine oder mehrere ganz bestimmte, fiir unsere Brfahrung zugdng. 
lithe Sachverhalte hinweisen xa). 

Wenn a eine aUgemeine Aussage yon der Form ,,]edes Element der 
Menge K besitzt die Eigenschaft A" ist, und wenn iiberdies die Menge K 
unendiieh ist, so geniigt die Negation yon a, ,,a ist falsch", dem obigen 
Pzinzip nicht. Um diesen Umetand zu vermeiden, gibt Brouwer eine neue 
Definition der Negation: ,,a ist falseh" soU bedeuten , a  fiihrt zu einem 
Widerspruch". So verwandelt sich die Negation yon a in eine Ezistenz. 
aussage: ,Es existiert eine Kette yon logischen Schliissen, welehe in dez 
Annahme der Riehtigkeit yon a zu einem Widersp~uch fiihrt." Die Existenz- 
aussagen wurden abet yon Brouwer aueh einez tieien Kritik unterwoden. 

Es hat niimlich yore intuitionistischen Standpunkt ga~ keinen Sinn, 
einfaeh zu sagen: ,,Es gibt  untex den Elementen einer unendlichen Menge K 
mindestens ein Element mit der Eigensehaft A", ohne dieses Element zu 
zeigen. 

Brouwer will abet nicht die Existenzaussagen ganz sue der Mathe- 
matik hinauswerien. Ez erkl~rt nut, daft man eine Existenzsussage nicht 
ausspreehen soll, ohne eine entsprechende Konstruk-tion anzugeben. Ander- 
eeits ist eine Existenzaussage nach Brouwer kein blofles Konstatieren, daft 
wit ein entspreehendes Element in K schon gefunden haben; im letzteren 
Fall~ wii~e die Exietenzaussage vor der Effmdung der Konstruktion falsch 
und nut nachher richtig. So entsteht diese ganz besondere Art yon Aus- 
sagen, welche zwar einen mit der Zeit nieht Veriinderlichen Inhalt haben 
sollen und doch nut unter speziellen Bedingungen ausgesproehen werden 
k~nnen. 

14) VgL V. Glivenko, Acad. r. de Belgique, 5 �9 s6rie, 15 (1929), S. 183. 
16) Vgl. H. Wey], Uber die neue Grundiagenkrise der Mathematik, Math. Zeitschr. 

10 (1921), S. 89. Die ganze weitere Untersuchung der negativen und der Existenz- 
aussagen scldieBt wesentlich an diese. Weylsvhe Arbeit an. 
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Man kann'natiirlich frsgen, ob vielleicht diese spezielle Art von Aus- 
sagen nur eine Fiktion ist. Es liegt in der Tat eine Au/gabe vor, ,,in der 
Menge K ein Element mit der Eigenschaft A zu finden"; diese Aufgabe 
hat wirklieh einen bestimmten, yon dem Zustand unserer Kenntnisse un. 
abhangigen Sinn; wenn man diese Aufgabe geldst hat, d.h. wenn man ein 
entspreohendes Element x gdunden hat, erhiilt man eine empirisohe Aus- 
sage: ,,Jetzt ist m~sere Aufgabe gel6st." Also ist das, was Brouwer unter 
einer Existenzanssage vemteht, vollstAndig in zwei Elemente zerlegt: das 
objektive Element (die Aufgabe) und das subjektive (ihre L6sung). Somit 
finder man keinen Gegenstand iibrig, den man sis Existenzaussage im 
eigentlichen Sinne zu bezeichnen h~itte. 

Daher soil das Hauptresultat der intuitionistischen Kritik der negativen 
Aussagen einf~ach so formuUert werden: ~ r  eine allgemeine Aussage ist 
es im ,dlgemdnen ,innlos, ihre Negation als bestimmte Aussage zu be. 
tracttten. Dabei verschwindet abet das Ob]ekt der intuitionistisohen Logik, 
da jetzt das Prinzip yore ausgesohlossenen Dritten flit sUe Aussagen gilt, 
fiir welche die Negation im aUgemeinen einen Sinn hat le). 

Fiir die Mathemstik folgt dsrans, dal~ man die I~sung yon Aufgaben 
sls ihren selbst~digen Zweck (neben dem Beweis yon theoretisehen Aus- 
sagen) betrachten soil. Wie im ersten Paragraph gezeigt wurde, erhalten 
im Bereich yon Aufgaben und L6sungen such die Formeln der intuitio- 
nistischen Logik einen neuen Sinn 1;). 

OSt t ingen ,  15. Januar 1931. 

re) Es entsteht abel" eine neue Frage: Welche ]ogischen Gesetze gelten fiir Aus- 
sagen, deren Negation keinen Sinn hat? 

17) Bemerkung bei der K orrektur. Diese Interpretation der intuitionistisehen 
Logik hitngt eng zusam'men mit den Ideen, welche Herr Heyting im ]etzten Bande 
der ,Erkenntnis" (2 (1931), S. 106) entwickelt hat; bei Heyting fehlt ailerdings eine 
klare Unterscheidung zwischen Aussagen und Aufgaben. 

(Eingegangen am 6. Februar 1931.) 
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