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0. Ââåäåíèå

Ïîíèìàíèå ìàòåìàòèêè êåì?

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå êëàññû àäðåñàòîâ: ìàëåíüêèå (è
íå î÷åíü) äåòè, ëåíèâûå (à èíîãäà è äîáðîñîâåñòíûå) øêîëüíèêè,
ñòóäåíòû-íåìàòåìàòèêè, ó÷èòåëÿ, èíæåíåðû...

Âñ¼ ýòî âàæíî è èíòåðåñíî.

Íî ñåãîäíÿ ðå÷ü ïîéä¼ò î ïîíèìàíèè ìàòåìàòèêè ìàòåìàòèêàìè.
Áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìíîãîëåòíåãî ñàìîàíàëèçà, áåç
ïðåòåíçèé íà îáúåêòèâíîñòü è íàó÷íîñòü.

Ìîìåíò ïîíèìàíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ âñïûøêîé â ìîçãó � âîçìîæíî,
çàñåêàåìîé íåéðîôèçèîëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

×åëîâå÷åñêèå àñïåêòû:
• Âîñõèùåíèå (ðàçî÷àðîâàíèå, èëè ïðîìåæóòî÷íûå ýìîöèè);
• Èíòåðåñíîñòü;
• ...



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-0. Õî÷ó ëè ïîíÿòü?

Âîêðóã ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòèêà î÷åíü ìíîãî ìàòåìàòèêè. Ïðåïðèíòû
(arXiv), ñòàòüè, êíèãè,... online-ëåêöèè, äèñòàíòíûå êîíôåðåíöèè,...

Ïîíèìàòü âñ¼ íå ìîæåò äàæå ñàìûé áûñòðûé è ðàçíîñòîðîííèé ãåíèé.
×òîáû õîòåòü ïîíÿòü (äàííóþ ðàáîòó èëè îòäåëüíûé ðåçóëüòàò èç íå¼),
íóæíû

ïðè÷èíû:

• ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê ìîåé îáëàñòè;
• ìåíÿ èíòåðåñóåò ýòîò àâòîð;
• �âñå� îá ýòîì ãîâîðÿò;
• ÿ � ñòóäåíò/àñïèðàíò (ìàòåìàòèê) è ìíå íàäî ñäàòü ýêçàìåí;
...

• ïî÷åìó-òî ïîíðàâèëîñü;
• ðåçóëüòàò óäèâèòåëåí;

• ...

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòèê õî÷åò ïîíÿòü ðåçóëüòàò.



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-1. Óðîâåíü êðàòêîãî ðåôåðàòà

Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íåêîòîðûå îáúåêòû îáëàäàþò îïðåäåë¼ííûìè

ñâîéñòâàìè...

ß çíàþ, ãäå ýòî íàïèñàíî è, åñëè áóäåò íàäî, óòî÷íþ...

Ïðèìåð: òåîðåìà Ïåòðè. Çà íåêîòîðûìè èñêëþ÷åíèÿìè êðèâûå

ïðåäñòàâèìû êàê ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê.

(Ðå÷ü î ãëàäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Îêàçûâàåòñÿ, îíè, êàê ïðàâèëî,
ìîãóò áûòü çàäàíû ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñòåïåíè 2).

Èñêëþ÷åíèÿ. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå y2 = P2g+1(x) ïðè g ≥ 2 � íå
ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê. È åù¼ åñòü êîðîòêèé ñïèñîê çàïðåòîâ � íå ïîìíþ.

Ãóóãëþ. Ëåãêî íàõîæó ðàáîòó (êîãäà-òî ÷èòàë...) B. Saint-Donat , On
Petri's analysis of the linear system of quadrics through a canonical curve.

Mathematische Annalen volume 206, pages 157�175 (1973) � òàì âñ¼

íàïèñàíî.

Ëè÷íûé êîììåíòàðèé. Ìåíÿ ýòî òåîðåìà â ñâî¼ âðåìÿ ïîðàçèëà è ñîçäàëà (ëîæíîå!?)
ïðåäñòàâëåíèå îá îáîçðèìîñòè ìíîæåñòâà êðèâûõ.



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-2. Óðîâåíü óñëîâíîãî ïîíèìàíèÿ

Áóäåò ïîëíûì, åñëè ïîíÿòü íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå òåðìèíû.

Ôàêò. Ñóùåñòâóþò 4-ìåðíûå íåñãëàæèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïîíÿòíî (ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ è Áîëüøîé Âçðûâ?). Íî õî÷åòñÿ çíàòü
ïðèìåð. Èìÿ (ó ïðîñòåéøåãî?) åñòü: E8

≈Âèêèïåäèÿ: The manifold can be constructed by �rst plumbing together tangent disc bundles over

the sphere, according to the Dynkin diagram for E8 a 4-manifold with boundary equal to the

Poincar�e homology sphere. Freedman's theorem on fake 4-balls then says we can cap o� this

homology sphere with a fake 4-ball to obtain the E8 manifold.

...



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-2. Óðîâåíü óñëîâíîãî ïîíèìàíèÿ-áèñ

Áóäåò ïîëíûì ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà. Ñóììû ìíîãèõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû.

Ïóñòü ξ : Ω→ R � íåïîñòîÿííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξ è

äèñïåðñèþ Dξ. Îïðåäåëèì íîðìàëèçàöèþ Nξ := ξ−Mξ√
Dξ

è äëÿ n ∈ N>0 êàê-áû-ñóììó

ξ
〈n〉

: Ω
n −→ R : (ω1, . . . , ωn) 7→

ξ(ω1) + · · · + ξ(ω1)

n
.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ a < b,

lim
n→∞

P
(
a < N

(
ξ
〈n〉)

< b
)

=
1
√

2π

∫ b
a

e
− x

2

2 dx

Ýòî çàìå÷àòåëüíî óòâåðæäåíèå àáñîëþòíî ÿñíî (è ìîæåò áûòü
ïîíÿòî, íàïðèìåð, ñòóäåíòàìè-ëèíãâèñòàìè, õîòÿ ýòîãî ïî÷åìó-òî
îáû÷íî íå ïðîèñõîäèò...) ïðè #Ω <∞. Â îáùåì ñëó÷àå � äëÿ
ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ � íåîáõîäèìî óãëóáèòüñÿ â òåîðèþ ìåðû.



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-3. Óðîâåíü ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ

Ìîæíî ïåðåéòè ê ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Âïîëíå ëè ìû ïîíèìàåì
óòâåðæäåíèå

Äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r

`(r) = 2πr? (1)

Íå óâåðåí.
Îïðåäåëÿåì ëè ìû ` ÷åðåç π? Íî òîãäà êàê îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî π ∈ R? Ìàòåìàòèêè ìîãóò
ïðåäëîæèòü

π := 2

∫ 1

−1

√
1− x2dx, (1′)

íî ýòî ìîæíî ìîòèâèðîâàòü ëèøü äðóãîé øêîëüíîé ôîðìóëîé

Ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà r
A(r) = πr2 (2)

Èëè ìû çíàåì, ÷òî òàêîå äëèíû è ïëîùàäè? (èíæåíåðû çíàþò...). Òîãäà òðèâèàëüíî: äëèíà
îêðóæíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ ðàäèóñó, à ïëîùàäü êðóãà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åãî

ðàäèóñà. È ìîæíî ìîæíî îïðåäåëèòü π ÷åðåç ëþáîé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â (1)
èëè (2).

Íåòðèâèàëüíî: Ýòè êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîèçìåðèìû. Íåäîñòàòî÷íî
ïîä÷åðêèâàåòñÿ.

Åù¼ âîçìîæíîñòü. π := 4
A(r)

`(r)2
. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à...

Ìîðàëü. Ïîëíîå ïîíèìàíèå îáùåèçâåñòíûõ ôàêòîâ èíîãäà èëëþçîðíî?



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-3. Óðîâåíü ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ-áèñ

Îáùèå ñîîáðàæåíèÿ.

Ïîëíîå ïîíèìàíèå (íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ...) óòâåðæäåíèå òåñíî
ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ñîâåðøàòü êîãíèòèâíûå îïåðàöèè íàä íèìè,
ïðåæäå âñåãî ñïåöèàëèçàöèè è îáîáùåíèÿ. Ñì. [ÊðåØàá2011],
[KreShab2012].

Èäåàëüíîå ïîíèìàíèå ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì òðèåäèíñòâîì.

• Âèçóàëüíàÿ ìîäåëü. Âîçìîæíà ðåäêî (ñð. êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íûõ

ïðîñòûõ ãðóïï). Äàæå åñëè âîçìîæíà, òî îáû÷íî óñëîâíà.
• Ôîðìóëèðîâêà íà åñòåñòâåííî-ïîäîáíûì ÿçûêå. Âîçìîæíà ÷àñòî
(íàïðèìåð, â ìîèõ ñåãîäíÿøíèõ ïðèìåðàõ), íî íå âñåãäà � ñì.
[KreShab2020]. Òðåáóåò ðàçâèòîãî ïîíÿòèéíîãî àïïàðàòà è îáõîäèòñÿ
áåç (÷àñòî ñëó÷àéíûõ) îáîçíà÷åíèé.
• Èñïîëüçîâàíèå ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ. Â èäåàëå âîçìîæíî âñåãäà. Íî...
èìåþùèåñÿ ôîðìàëüíûå ÿçûêè ïëîõî ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé è
íåäðóæåñòâåííû ïî îòíîøåíèþ ê ÷åëîâåêó. Âðåìåííûå òðóäíîñòè?

Èäåàë äîâîëüíî ðåäêî äîñòèæèì...



1. Ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé-3. Óðîâåíü ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ-áèñ'

Ïîëíîñòüþ ïîíÿòûå óòâåðæäåíèÿ, âîñõèòèâøèå ìàòåìàòèêà,
íàäîëãî (íàâñåãäà?) çàïîìèíàþòñÿ. Îíè ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ
ïî-ðàçíîìó, îáðàñòàþò èíòåðåñíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè è ìå÷òàìè
îá îáîáùåíèÿõ. ×àñòî ñêëàäûâàþòñÿ ïðè¼ìû ðàññêàçà î íèõ â
ðàçëè÷íûõ àóäèòîðèÿõ.

Â ñîâîêóïíîñòè îíè ñîñòàâëÿþò ñîêðîâèùíèöó çíàíèé îòäåëüíîãî
ìàòåìàòèêà. Âðÿä ëè ýòà ñòðóêòóðà èçó÷åíà.

Çà ÷òî ëþáèòü òðèãîíîìåòðèþ?



2. Ïîíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâ-0. Åñëè ÷åñòíî...

Ñòîèì íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ ïîñëåäíåãî ïîêîëåíèÿ.
Òå � íà ïëå÷àõ ïðåäïîñëåäíåãî.
...

Ññûëàåìñÿ íà ãèãàíòîâ è äðóã íà äðóãà.
Èíîãäà íà îøèáî÷íûå, èíîãäà íà íåòî÷íî ïîíÿòûå ðåçóëüòàòû.

Ïîëíîñòüþ, äî ìåëü÷àéøèõ äåòàëåé ïðîâåðåííûå (=öåëèêîì ïîíÿòûå?)
äîêàçàòåëüñòâà � ðåäêîñòü. Âêëþ÷àÿ ðåöåíçåíòîâ, äàæå èç ñàìûõ
ïðåñòèæíûõ æóðíàëîâ, îïïîíåíòîâ (âñå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ

îáîñíîâàíû...) è ò.ï.

Ìîæíî áûëî áû ñîñëàòüñÿ íà (êðàéíå èíòåðåñíûå) òåêñòû Í. Âàâèëîâà,
íî îí ýêñòðåìèñò.

Ìàòåìàòèê, ñòîëêíóâøèéñÿ ñ íåòî÷íîñòÿìè â îñîáî äëèííîì è
èçîùð¼ííîì äîêàçàòåëüñòâå � Â. Âîåâîäñêèé. Îí æå ïîíÿë è óáåäèë
ìíîãèõ, ÷òî åäèíñòâåííûé âûõîä � computer checking. Ýòî íå ìîäà è íå
ñëó÷àéíîå óâëå÷åíèå, à íàñóùíàÿ ïîòðåáíîñòü ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè.



2. Ïîíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâ-1. Óðîâåíü ñòðóêòóðû

Åñëè (óïðîù¼ííî!..) ïîíèìàòü äîêàçàòåëüñòâî êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé S1, . . . , Sn, ãäå êàæäîå Si ñëåäóåò
èç S1, . . . , Si−1 ïî ïðàâèëàì ôîðìàëüíîé ëîãèêè, òî ïðîáëåìà
ïîíèìàíèÿ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ â îñíîâíîì ñâîäèòñÿ ê óæå
ðàññìîòðåííûì âîïðîñàì è íåêîòîðîìó âëàäåíèþ ëîãèêîé.

Îáû÷íî (â ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòåìàòèêå) âñ¼ ñëîæíåå.
Ñîåäèíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû èç ïî-ðàçíîìó ôîðìàëèçîâàííûõ
ðàçäåëîâ, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå êîíñòðóêöèè ñî÷åòàþòñÿ ñ
êàòåãîðíûìè è ò.ä.

Íî îáñóæäàåìûé óðîâåíü çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì íèêàêîé...



2. Ïîíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâ-2. Âñ¼-òàêè âñå äåòàëè

Èíîãäà ïîëíîå ïîíèìàíèå âñ¼ æå âîçìîæíî.

Ðàñïðîñòðàíåíî â ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîòàõ, (â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ) ñ
òî÷íîñòüþ äî âñåõ äåòàëåé ïðîâåðÿåìûõ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

Íàèáîëåå óáåäèòåëüíûé ïðèìåð � (íå 4 êðàñêè, à) êëàññèôèêàöèÿ
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Ðàáîòà îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà
ñïåöèàëèñòîâ + computer checking!



2. Ïîíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâ-3. Èäåàëüíîå ïîíèìàíèå

• Ñíîâà âîñõèùåíèå;

• Çàïîìèíàåìîñòü, ïîíÿòíàÿ âîñïðîèçâîäèìîñòü.

Ïðèìåð. Îïÿòü Ïîíñåëå?



2. Ïîíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâ-4. Ýìïèðèêà

Êëàññèêà: Ýéëåð

1

1 +
∑∞

n=1 p(n)xn
!

=

∞∏
m=1

(1− xm)
?!
=

∑
k∈Z

x
k(3k+1)

2

Ñîâðåìåííîñòü: çà ñ÷¼ò âîçðîñøèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ìîùíîñòåé

ýìïèðèêà
?

=⇒ äîêàçàòåëüñòâî.



3. Çàêëþ÷åíèå

Äà¼ò ëè ïîíèìàíèå óòâåðæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ íîâîå çíàíèå?

Âèäèìî, äà.

• Áîëåå îáùèé âçãëÿä íà ìèð.
• Îáíàðóæåíèå/óãàäûâàíèå íåòðèâèàëüíûõ ñâÿçåé.

Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû.

• Êàê ìàòåìàòèêè äóìàþò è âîñïðèíèìàþò ÷óæèå ìûñëè?
• Êàê ãàðìîíèçèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ÷åëîâåêà è
êîìïüþòåðà?

Ñïàñèáî!
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