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Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Гильберт, Основания геометрии 1899

“Мы мыслим три различные системы вещей: вещи первой системы мы
называем точками и обозначаем A, B , C ,. . . ; вещи второй системы
мы называем прямыми и обозначаем a, b, c ,..; вещи третьей системы
мы называем плоскостями и обозначаем α, β, γ . [. . . ] Мы мыслим
точки, прямые и плоскости в определҷнных соотношениях и
обозначаем эти соотношения различными словами, как-то: “лежать”,
“между”, “конгруентный”, “параллельный”, “непрерывный”. Точное и
для математических целей полное описание этих соотношений
достигается аксиомами геометрии. Эти аксиомы [. . . ] выражают
связанные друг с другом фундаментальные факты нашей
[пространственной] интуиции (Anschaung) ”

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 4 / 32



Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Письмо Гильберта к Фреге (конец 1890х, точная дата
неизвестна)

“Вы утверждаете, что понятия точки, прямой и т.д. не определены у
меня однозначно. Но ведь очевидно, что всякая теория - это только
скелет или схема понятий и отношений между ними, а базовые
элементы можно выбирать по собственному желанию. Если я буду
думать о моих точках как о произвольной системе вещей, например,
как о системе любви или системе законов или системе щеток для
прочистки труб [..], и буду понимать мои аксиомы как отношения
между этими вещами, тогда мои теоремы, например, теорема
Пифагора, будет выполняться также и для этих вещей. Иными
словами, любая теория может прилагаться к бесконечному числу
систем базовых элементов, которые можно отображать друг в друга
взаимно-однозначно.”

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 5 / 32



Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Идея (нереализованная и, по-видимому, нереализуемая)

“Хорошие” аксиоматические теории категоричны, то есть, все их
модели изоморфны. В категоричной аксиоматической теории каждая
доказуемая теорема является “структурной”, то есть инвариантной по
отношению к изоморфному преобразованию любой модели данной
теории в любую другую. Это позволяет думать о моделях “с точностью
до изоморфизма”, и говорить об определенном с точностью до
изоморфизма абстрактном математическом объекте как о структуре.

Именно в этом смысле аксиоматический метод Гильберта можно
считать источником математического структурализма.

Однако в случае НЕ категоричных теорий (а именно этот случай
является общим, ср. теорию групп) подобная схема не работает!

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 6 / 32
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Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Пример:

Теория групп построенная в стиле Бурбаки это теория
теоретико-множественных моделей аксиоматической теории групп,
которая содержит НЕизоморфные модели (что значит, что не все
группы изоморфны). Эта теория содержит больше теорем, чем можно
вывести из аксиоматической теории групп (без использования аксиом
теории множеств).

В частности, элементарная теорема Лагранжа о порядке подгруппы
данной конечной группы НЕ следует из аксиом теории групп.
Аналогичным образом дело обстоит у Бурбаки в случае структур
любых других типов.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 7 / 32
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Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Синтаксический и семантический подход к теориям

Аксиоматический метод в исполнении Бурбаки существенно
отличается от аксиоматического метода Гильберта. Патрик Суппес в
контексте попытки использования акс. метода в физике назвал
бурбакистскую версию акс. метод семантическим.

Странным образом дискуссия о различии между синтаксическим и
семантическим вариантами аксиоматического метода мало затронула
философию математики. Сами Бурбаки, по всей очевидности, просто
не придавали значения таким логическим и философским тонкостям.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 8 / 32
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Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Бурбаки (Дьедонне), Архитектура математики 1950

“Мы становимся здесь на “наивную” точку зрения и не касаемся
щекотливых вопросов, полуфилософских, полуматематических,
возникших в связи с проблемой “природы” математических “объектов”.
Ограничимся замечанием, что первоначальный плюрализм в наших
представлениях этих “объектов”, мыслимых сначала как
идеализированные “абстракции” чувственного опыта и сохраняющих
всю разнородность этих последних, аксиоматические исследования
XIX-XX в. понемногу заменили унитарной концепцией, сводя
последовательно все математические понятия сначала к понятию
целого числа, затем на втором этапе к понятию множества.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 9 / 32



Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Бурбаки (Дьедонне), Архитектура математики 1950,
продолж.

Это последнее, рассматриваемое долгое время как “первоначальное” и
“неопределимое”, было обьектом многочисленных споров, вызванных
характером его исключительной общности и весьма туманной
природой представлений, которые оно у нас вызывает. Трудности
исчезли только тогда, когда исчезло само понятие множества (и с ним
все метафизические псевдопроблемы относительно математических
“объектов” в результате недавних исследований о логическом
формализме. С точки зрения этой концепции единственными
математическими объектами становятся, собственно говоря,
математические структуры.” [курсив наш- А.Р.].

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 10 / 32



Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Замечание

Разговор об “исчезновении множеств” у Бурбаки - это whishful
thinking! Этот разговор выражет неисполнимое желание сделать все
математические теории категоричными. Это нереализованное желание
также объясняет, почему многие математики увидели в ТК
исполнение структуралистской мечты.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 11 / 32



Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Принцип эквивалентности для изоморфизмов (ПЭИ)

Пусть G ,H это две изоморфные математические структуры одного
типа T (в смысле Бурбаки). Тогда для любого структурного свойства
P верно, что структура G обладает свойством P тогда и только тогда,
когда H обладает свойством P . В символах:

∀P. (G ∼= H)⇒ (P(G )↔ P(H))

Принято также говорить, что структурные свойства в указанном выше
смысле являются инвариантными по отношению к T -изоморфизмам
(то есть изоморфизмам структур данного типа T ).

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 12 / 32
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Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Замечание

В категоричных аксиоматических теориях ПЭИ выполняется
тривиальным образом.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 13 / 32



Структурализм у Гильберта и Бурбаки

Обобщенная проблема Бенацераффа

Заранее непонятно, какие свойства данной репрезентированной
структуры (но не типа структур!) являются структурными (то есть
инвариантными по отношению к изоморфизмам структур данного
типа), а какие нет. Стандартный логический аппарат оснований
математики включая теорию множеств не дает никакого общего
ответа на этот вопрос.

С случае теоретико-множественных оснований математики ПЭИ
оказывается внешним принципом, не связанным с формальным
аппаратом теории.

Желательный формализм должен позволять выражать только
структурные свойства объектов теории (ПЭИ).

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 14 / 32
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Структурализм и теория категорий (ТК)

Pro et Contra

ТК поддерживает/реализует математический структурализм?

Pro: по-видимому, Маклэйн начиная с 1950х и, с начала 1990х:
Awodey, Landry, Marquis, McLarty, Hellman

Contra: Rodin, Categories without Structures (2011), Philosophia
Mathematica vol. 19, no. 1.
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Структурализм и теория категорий (ТК)

Аргумент Contra 1:

Тогда как структуры определяются и описываются с точностью до
изоморфизма (ПЭИ), в категориях необратимые и обратимые
морфизмы имеют одинаковый эпистемический статус.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 17 / 32



Структурализм и теория категорий (ТК)

Аргумент Contra 2:

Идея рассматривать морфизмы (включая изоморфизмы)
индивидуально играет фундаментальную роль при переходе от
теоретико-множественного математического мышления к категорному.

Сравни отношение изоморфизма групп со структурой индивидуальных
изоморфизмов этих групп (группа автоморфизмов данной группы).
Тогда как отношение изоморфизма требует лишь существования
изоморфизма (как конкретного обратимого отображения), анализ
индивидуальных изоморфизмов открывает новый уровень структурной
организации.
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Структурализм и теория категорий (ТК)

Аргумент Contra 3:

В ТК об объектах категории обычно можно думать “с точностью до
изомрфизма”, но морфизмы нужно всегда рассматривать
индивидуально. О самих категориях приходится думать с точностью
до категорной эквивалентности (поскольку требование изоморфизма
оказывается слишком сильным).

Стандартная формализация ТК (с использованием стандартного
отношения тождества) не проясняет этот вопрос (хотя теория Маккая
проливает на него свет).
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Структурализм и теория категорий (ТК)

Аргумент Contra 4:

Категории типов теоретико-множественных структур в стиле Бурбаки
(категории групп, топологических пространств, модулей и т.д.) - это
исторически важные, но не единственные примеры категорий. В
теоретико-категорной математике в стиле Гротендика и Лавера такие
примеры не играют значительной роли (по крайней мере в своей
первоначальной форме).

Думать о категориях по модели категорий бурбакистских структур -
это негодная попытка влить новое вино в старые мехи!
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Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

1 Структурализм у Гильберта и Бурбаки

2 Структурализм и теория категорий (ТК)

3 Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

4 Вместо заключения
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Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Инсайт Воеводского

Вместо общих категорий в основаниях математики нужно
использовать группоиды, то есть категории, в которых все морфизмы
обратимы (то есть являются изоморфизмами).

Естественная топологическая модель для группоидов (и высших
группоидов): фундаментальные группоиды (а не группы!)
топологических пространств. Отсюда идея отождествления типов в
теории Мартина-Лефа с пространствами.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 22 / 32
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Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Уточнение

На самом деле в этой роли можно рассматривать абстрактные
гомотопические пространства, топологическая структура в обычном
смысле необязательна. Идея Гротендика (вариант Эрлангенской
программы Клейна для топологии): алгебраическая многомерная
структура гомотопических группоидов достаточна для обоснования
топологических свойств пространств.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 23 / 32



Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Тождество в ГТТ

Структура тождества специфична для данного типа и очень не
тривиальна. Она совпадает с фундаментальным группоидом данного
типа, который может иметь бесконечную размерность. В отличие от
общей теории категории, МЛТТ-ГТТ предоставляет нестандартную
теорию тождества в строгом формализованном виде.
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Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Аксиома Унивалентности (АУ)

(свойство топологической модели, с которой работал Воеводский)

(A = B) ' (A ' B)

АУ влечет ПЭИ для любых теоретико-множественных структур.
(Реализация структуралистской мечты.) Однако на общие категории
принцип эквивалентности (для категорных эквивалентностей) в
унивалентной математике уже полностью не обобщается (этим
свойством обладают только категории специального вида).
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Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

АУ как принцип эквивалентности?

АУ применима также и к пространствам (типам) высших
гомотопических типов, однако АУ это НЕ принцип эквивалентности в
стандартном смысле. Или это разумное обобщение принципа
эквивалентности? Ср. принципы неразличимости тождественных и
тождество неразличимых у Лейбница.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 26 / 32



Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Применима ли моя критика структурализма 2011 года к
унивалентной математике?

Да, если отказаться от идеи о том, что в основаниях математики
нужно отказаться от категорий общего вида.

Андрей Родин (Конференция “Актуальные проблемы аналитической философии”, Томский государственный университет)Структурализм и Унивалентные основания математики.14 октября 2023 27 / 32



Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Направленная теория типов

Известная альтернатива это направленная теория типов (Directed Type
theory), где фундаментальные группоиды гомотопических пространств
заменяются на фундаментальные категории общего вида для
“направленных” пространств, то есть пространств, в которых пути,
вообще говоря, необратимы.

Теория направленных пространств была развита в 2010е годы Марко
Грандисом (Marco Grandis). Интуитивно о направленном пространстве
удобнее думать как о пространстве-времени.
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Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

Направленная теория типов

Направленная теория типов была открыта практически одновременно
со стандартной ГТТ (около 2010), но она на сегодняшний день пока
менее развита, по всей видимости потому, что она имеет меньше
моделей в известной на сегодняшний день математике.

Тем не менее, направленная теория типов (и теория направленной
гомотопии) уже нашла применение в информатике (в теории
конкурентных вычислений).
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Вместо заключения

1 Структурализм у Гильберта и Бурбаки

2 Структурализм и теория категорий (ТК)

3 Структурализм, ГТТ и Аксиома Унивалентности

4 Вместо заключения
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Необратимая математика

Я думаю, что у идеи “необратимой геометрии” и “необратимых
вычислений” большое будущее. Которое уже сегодня требует
отказаться от математического структурализма как философии
математики способной задать горизонт для дальнейшего успешного
развития этой дисциплины.
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СПАСИБО!
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